F. KLEIN UND A. SOMMERFELD,

UBER DIE

THEORIE DES KREISELS

HEFT IV.
DIE TECHNISCHEN ANWENDUNGEN DER KREISELTHEORIE.

EUR DEN DRUCK BEARBEITET UND ERGANZT VON

FRITZ NOETHER.

LEIPZIG,
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER.
1910.



COPYRIGHT 1910 BY B.G.TEUBNER IN LEIPZIG.

ALLE RECHTE, BINSCHLINSSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN.



Anzeige von Heft IV der Kreiseltheorie.

- Urspriinglich bestand die Absicht, in diesem Schluflsheft neben
den technischen Anwendungen die Bedeutung der Kreiseltheorie fiir
die allgemeine Mechanik und- Physik zu schildern, im Amnschluls an
Gedankengiinge, die namentlich von Maxwell,- Lord Kelvin, Helm-
holtz, J. J. Thomson herriihren. Hiervon wurde indessen Abstand
genommen, einmal weil die Methode der mechanischen Modelle nach
‘heutiger Auffassung doch nicht diejenige Bedeutung fiir die allgemeine
Naturwissenschaft zu haben scheint, die ihr noch vor zehn Jahren bei-
~gelegt wurde, sodann deshalb, weil die allgemeinen analytischen Ent-
wicklungen iiber zyklische Systeme, generalisierte Koordinaten -ete.
-durch neuere Darstellungen bereits zum Allgememgut der Wissenschaft
-geworden sind. :

Statt dessen schien es niitzlicher, dieses Schlufsheft ausschlielslich
den technischen Anwendungen der Kreiseltheorie zu widmen, Anwendungen,
die simtlich noch im Flufs der Entwicklung stehen' und eine grofse
Zukunft versprechen. Dahin gehdrt die Kreiselwirkung bei Schnell-
bahnen, der Geradlaufapparat des Torpedos, der Kreigselkompals, der
Schlick’sche Schiffskreisel, die Einschienenbahn. Ferner kommen zur
Besprechung die Stabilitit des Fahrrads, Krelselvvlrkungen belm Turbinen-
betrieb, in der Ballistik u. a. m.

Die eigentliche Schwierigkeit aller dieser Probleme liegt auf dem
Gebiet der technischen Durchfiihrung, der Ausschaltung stérender Ein-
fliisse und der Beherrschung des Materials; ihre theoretische Behandlung
kommt meist mit verhiltnismilsig elementaren Hilfsmitteln aus. Dem-
entsprechend ist die Signatur dieses Teiles eine mathematisch viel ein-
fachere “wie die der vorangehenden Hefte. Die weitergehenden ana-
Iytischen und geometrischen Methoden des ersten und zweiten Heftes
werden entbehrlich; dagegen bewihrt sich die von Anfang an gewihlte
konkrete Form der mechanischen Grundbegriffe hier in besonderem
Mafse. Ihre Einfachheit wird es dem Leser ermoglichen, diesen Schluls-

teil gegebenfalls auch ohne genaueres Studium der vorangehenden Teile
zu benutzen.



Eine ausgiebige Berticksichtigung auch der technischen Anwendungen
war offenbar unumginglich, wenn die urspriipgliche Absicht des ganzen
Werkes erreicht werden sollte: Am Beispiel des Kreisels die Mechanik
in ihren mannigfachen Beziehungen zu den mathematischen Disziplinen
einerseits, den Naturwissenschaften andrerseits darzustellen.

Das Manuskript dieses Heftes stammt zum Teil (§ 2, 3 und Teile
von § 10) schon aus dem Jahre 1900. Durch mannigfache andere
Verpflichtungen wurde ich aber immer wieder von diesem Thema ab-
gezogen. Auch jetzt wire die Arbeit kaum zu Ende gefiihrt, wenn ich
nicht in Herrn Dr. Fritz Noether einen selbstindigen, in der Mechanik
geschulten Mitarbeiter gefunden hitte, dem ich herzlich fiir seine Aus-
dauer und Arbeitsfrendigkeit danke. Das Manuskript zu den §§ b bis 8
und § 10 Nr. 3 riihrt von ihm her und wurde von mir nur stilistisch
iiberarbeitet. Insbesondere sind die neuen Entwicklungen zum Schiffs-
kreisel (§ 5) und die Behandlung des Fahrrades (§ 8) sein geistiges
Eigentum. Auch die von mir herrithrenden Teile des Manuskriptes
sind von ihm kritisch durchgearbeitet und ergénzt worden. Herr
F. Klein mufste seine Mitwirkung bei diesem Heft wegen anderweitiger.
starker Beanspruchung leider fast ganz ausschalten. '

~ Bei der Korrektur bin ich aufser durch Herrn Noether und Herrn
cand. math. Behrens von einer Reihe techmischer Fachménner unter-
stiitzt worden. Es sind dieses die Herren |

Dr. Anschiitz-Kémpfe fiir § 7,

Geheimrat Cranz », §10 Nr. 7 u. 8,
Torpedo-Oberingenieur Diegel , - § 3,

Konsul Dr. Schlick » §4 bis 6,

Dr. Schuler s 87,

Professor Skutsch » §2 u 6,

.Dr. Thoma » § 10 Nr. 5.

Fiir ihre vielfachen wertvollen Hinweise sage ich aufrichtigen Dank.

Miinchen, April 1910.
A. Sommerfeld. -
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durch die Roﬂbewegung"en des Schiffes iibertragenn werden konnen.
Doch ist:deren Wirkung. durch Aufhingen des ganzen Systems.an sehr
langen Federn ausgeschaltet worden. e f

Aus Allem ist zu entnehmen, dals der Krelselkompafs in der That.
einen wirklich brauchbaren Ersatz fiir den Magnetkompals bietet: Aller-,
~dings diirften die vorldufig sehr hohen Kosten der Kinfithrung bei der
- Handelsmarine zunichst im Wege ‘stehen®) und sein Verwendungsgebiet.
der Hauptsache nach auf die Kriegsmarine beschrinken, fiir ‘die nach -
den eingangs geschilderten Verhiltnissen ein nmht—magnetlscher Rlch-
tungsweiser geradezu’ eine Lebensfrage bildet.

§ 8.: Stabilitét des Fahrrads.

Die Wesenthchste Frage be1 der Konstruktlon der modernen Zwel—
rader, die nach der Energie, die der Fahrer zur Erzielung der verhaltms—;
mifsig grofsen Geschwindigkeit aufwenden muls, ist theoretlsch vielfach
behandelt worden.*¥) Die grofsere Energleersparms, sowxe die leichtere.
Lenkbarkeit sind der Wesenthche Vorteil des Zweirades vor dem Drel-
rade. Mit den genannten Vorziigen ist aber der Nachteil verbunden :
dafs in der .aufrechten Stellung der Schwerpunkt sich in labilem Gleich-
gewicht . befindet. Um die Glelchgewmhtslacre bei. dufseren Storungeni
dennoch einhalten zu konnen, ist eine Erlernung des Radfahrens nétig,
die allerdings durch besondere Konstruktionen des. modernen Fahrradsi
erleichtert wird. | ' |

" Tragen nun zwr Stabilierung der aufrechien Lige bei gentigender
Geschwindigkeit . auch . die Krezselwwkungen der rotzerenden Riider in
nennenswertem Betrage bei, indem, in der herkommhchen Bezelchnungs-ﬁ
weise, die Rotationsaxen bestrebt sind, ihre. Rmhtung im Raume bei-
zubehalten? . Im Hinblick auf die- ‘geringe Masse der Radet gegenuberf
der Masse ‘des ganzen, von Fahrer und Rad gebildeten Systems mochtei
man eine solche Wirkung’ bezwelfeln Und offenbar liegt es auch nicht
in der Absicht des Fabrikanten, sie zn verstirken, da ja sein Bestrebeni"
dahin geht, im Interesse der Energxeersparms alle Teile des Fahrrads
moglichst leicht zu bauen, wihrend eine Vergrolserung der Radmassen:'
der Stabilierung durch Kreiselwirkungen zu statten kiime. |
- Jedenfalls miissen wir auch an dieser Stelle betonen, dafs die Kreisel-+
erkungen nur. dann’ in Kraft treten konnen, ~wenn das System dle‘!

) Vgl die Diskussion zu dem eingangs zitierten Vortrag vou Anschutz in-
der ‘Schiffbautechnischen Gesellschaft; ‘Jahrbuch X; pag. 361. _

#¥) Vgl. Encyklopidie der math. Wiss. Bd. IV, Nr: 9 (Walker, Spiel und™
Sport), pag: 149. o '
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geniigenden Freiheitsgrade besitzt. Fiir éin ,Binrad® d.h. eine einzelne
rollende Scheibe, ist die Stabilierung zweifellos moglich, wie die theo-
retische Berechnung in Ubereinstimmung mit der Erfahrung bestitigen
wiirde. Bei geniigender Geséhwindigkeit ist -die rollende Bewegung
einer solchen Scheibe bei vertikaler Ebene -stabil.*) Hier kann . die
Bewegung als fortschreitende Bewegung des Schwerpunkts, verbunden
mit einer Kreisélbewegung um den Schwerpunkt, aufgefalst werden,
und die letztere ist-ja aus den fritheren Untelsuchungen dieses Buches
als stabil bereits bekannt.

Die relativ grolste Ahnhchkelt mit einer -einfachen Scheibe hatten
.die urspr unghch vielgebrauchten ,Hochriider, bei denen zu dem grofsen
Vorderrad, das der einzelnen Scheibe entspricht, nur ein kleines Hinter-
rad tritt, um den Sitz des Fahrers zu stiitzen und die Lenkung zu
ermdglichen. Das Hinterrad wiirde aber die Zahl der Freiheitsgrade
des Systems um eins vermindern und dadurch die Sté,blherung unmog-
lich machen, wenn nicht die drehbare Lenkstange die Verdrehung der
Vorderradebene gegen die des Hinterrades erlaubte. "Bei Feststellung
der Lenkstange hitte das ganze System nur noch zwei Freiheitsgrade,
das Umkippen um die horizontale Spurlinie und die mit Raddrehung
verbundene Vorwirtsbewegung, und damit fiele jede Moglichkeit der
Stabilierung. durch die Kreiselwirkungen fort. Das heutige Zweirad nun
ist nur in den Grofsenverhiltnissen von dem Hochrad verschieden; die
beiden Réder sind gleich grofs und die Masse der Réder ist viel kleiner
im Verhiltnis zur Gesamtmasse. Daher wird auch der Einflufs der
Kreiselwirkungen abgeschwiicht. ’

Der dritte Freiheitsgrad, die Drehung um die Lenkstange, ermog-
licht aber nicht nur die Kreiselwirkungen, sondern auch die Hilfen,
die der Fahrer zur Aufrechterhaltung des Rades selbst geben kann und
die. der gelernte Fahrer unwillkiirlich anwendet. Die urspriingliche
Theorie des Fahrrads, die von Rankine herriihrt*¥), berticksichtigte
nur diese, vom Fahrer selbst ausgefiihrte Stabilierung. Neigt sich etwa
das ganze Rad auf die rechte Seite, so wird der Fahrer das Vorderrad
nach eben dieser Seite drehen und dadurch das Rad zwingen, nach
rechts auszubiegen. Die durch die Wendung entstehende, im Schwer-
punkt angreifende Centrifugalkraft hat ein Moment um die Spurlinie,
das die Radebene wieder aufrichtet. Um nun ein Uberfallen nach der
linken Seite zu vermelden, mufs der Fahrer die Lenkstange wieder
nach links drehen usw. Gerade weil auch diese kiinstliche Stabilierung
die. Existenz des dritten Freiheitsgrades, der. Drehung um die Lenk-

* Vgl Carvallo, Journ. de I'Ecole polyt. 2. Ser.,;-5. Heft, 1900.
*¥) Theory of bicycle,-Engineer 1869.
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stange, notwendig voraussetzt, ist es schwer zu entscheiden, welcher
Anteil an der Stabilierung auf die Kreiselwirkungen, welcher auf die
unwillkiirlichen Bewegungen des Fahrers entfillt. Gegen die bedingungs-
lose Annahme dieser Theorie wird der Fahrer einwenden, dafs er si¢h
durchaus nicht einer ‘besténdigen Fithrung der Lenkstange bewulst ist,
dafls er ja auch, ohne sie zu beriihren, sicher zu fahren im Stande ist
und die Lenkstange mehr, um ein Umkippen des Vorderrads zu ver-
hindern, fiihrt, als zur Stabilierung seiner aufrechten Lage. Er kann
ja tibrigens auch durch unwillkiirliche seitliche Neigungen des Korpers
ein Schweremoment erzeugen, das ein- Umfallen verhindert. .

Bs bleibe dahingestellt, inwieweit die Stabilierung durch kleine
Bewegungen des Fahrers selbst erreicht werden kann, dariiber kénnte
vielleicht das Experiment entscheiden. Fiir alle Fille aber wird es
von Interesse sein, zu untersuchen, in welchem Grade tiberhaupt Eigen-
stabilierung des Fahrrads ohne Bewegungen des Fahrers moglich ist,
und wieweit dabei Kreiselwirkungen mitspielen. Der Stablherungs-
vorgang ist dann der, dals eben die von Rankine besprochenen
Hilfen teilweise die KrelselW1rkungen selbstthitig iibernehmen, unter-
stiitzt durch geeignete Konstruktionen des Rades, die noch zu be-
sprechen sind. Die Frage, wie weit das Rad ohne Zuthun des Fahrers
stabiliert ist, unter der Annahme also, dafls der Fahrer starr mit dem
Rahmen des Rades verbunden. ist und die Lenkstange nicht in der
Hand hiilt, ist von Whipple*) und Carvallo**) behandelt. Wir
werden im Folgenden zu untersuchen haben, in welchem Grade an
dieser Stabilierung die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Dabei werden
wir natiirlich von allen Nebenumstéinden (einseitiger Antrieb durch die
Pedale, Nachgiebigkeit des Pneumatik und die dadurch bedingte end-
liche Beriihrungsfliche mit dem Boden, Reibung an der Lenkstange,
bohrende Reibung am Boden usw.) absehen.

Bei Whipple und Cérvallo sind die a]lcrememen Lagramge schen
Gleichungen erster, - bezw. zweiter Art aufgestellt, die letzteren ent-
sprechend modifiziert, da es sich um ein ,nicht holonomes System“
handelt, und diese fiir den Fall der kleinen Schwingungen um die ge-
radlinige aufrechte Fahrt spezialisiert. -Wir hoffen, den mechanischen
Zusammenhang besser hervortreten zu lassen, wenn wir zur Ableitung
entsprechender N#herungsgleichungen, #hnlich wie es bei den frither
besprochenen Anwendungen geschehen, zu den Kriften, die im Falle
der Ruhe auf das System wirken, die von der Bewegung hervor-
gerufenen Kreiselwirkungen und Centrifugalkrifte zuftigen. Hs ist

‘ *) Quart. Journ. of Math., Nr. 120, 1899. -
. *) Journal de 1'Ecole polytechnique, 2. Ser. 6. Heft 1901,
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dabei . wieder ausreichend, um die Glieder erster Ordnung in ~den:
Schwingungen zu, erhalten, den vereinfachten Ausdruck (I) der Kreisel-
wirkung, pag. 764, zu verwenden. - Wenn wir quadratische Glieder in
den kleinen Schwingungen vernachlissigen, so bemerken wir noch, dafs
die Gréfse der - iiberhaupt in Betracht -kommenden Ausschlige véllig
~innerhalb der Grenze liegen, fiir die diese Néherung bei der hier zu
fordernden Genauigkeit ausreicht. -
- Die so zu erhaltenden Gleichiungen stimmen mit denen von Whi pple
'und Carvallo tiberein. Aus ihnen ist zu folgern: Die Bewegung ergiebt
sich fiir kleine Geschwindigkeiten naturgemifs -als labil. Fiir gewisse
mittlere Geschwindigkeiten - aber wird die-Bewegung stabil, d. h. die
Schwingungen konnen in der Form
| Aet
dargeste]lt werden, wo 1 eine komplexe Grofse mit negatw reellem
Teil bezeichnet. Whlpple findet unter" Zahlenannahmen, die_ einem

modernen Fa.hrrad besser entsprechen als die von Caava]lo fur dleses
Gebiet etwa d1e Geschwmdlo'kelten yon

16 kmh 1 bls 20 kmh 1

also Geschwmdlgkelten die le;cht _erreichbar smd - Fiir grofsere Gre-
schwindigkeiten wird die Bewegung, was pamdox erschemen konnte,
wieder: labil,- doch wird sich aus der ‘Art, wie die einzelnen Bestand-
teile des Systems gekoppelt sind, diese Erscheinung leicht erkliren.
Praktisch ist tibrigens die letzte Labilitit nur eine schwache und kann
durch- fast unmerkliche Bewegungen des Fahrers, auch ohne Beriithrung
der Lenkstange, aufgehoben werden.

- Uns interessiert hier der Beitrag der Kreiselwirkungen zu den “er-
yv‘é,hnten,_mResultaten. Wir® werden zeigen, ' was bei - den genannten
Autoren nicht verfolgt ist, dafs bei Fortfall der Kreiselwirkungen das
Gebiet der vollstindigen Stabilitit: verschwinden wiirde, dals also die
Kreiselwirkungen trotz ihrer Kleinheit fiir die selbstindige Stabilierung
unentbehrlich sind. .

Das Zweirad (Fig. 135) besteht im Wesentlichen aus dem Rahmen,;
der -das in seiner Ebene gelagerte Hinterrad triigt, und der Lenkstange,
derern - Axe das Vorderrad trigt.” Da.die Lenkstang_e durch einen festen
Tubus der Rahmenebene - gefithrt ist, so handelt es sich um.zwei
ebene Systeme, die, um eine gemeinsame Axe drehbar, verbunden
gind: Mit dem Rahmen .denken wir uns auch den. Fahrer starr ver-
bunden. Die Drehaxe der Lenkstange -ist: bei den modernen -Rédern
nach riickwirts geneigt, und zwar so gefiihrt, dals ihre Verlingerung die
durch den Beruhrungspunkt B, des Vorderrads gezogene Vertikale B, S,
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zwischen diesem und dem Mittelpunkt S, schneidet - (Fig. 185), so-dafs
also die Verlingerung den Boden vor dem Beruhrungspunkt trifft. Wle
Bourlet*) hervorhebt, :
wird durch diese Fithrung
der Lenkstange das Um-
fallen des Vorderrads er-
schwert, wenn man sich
das Hinterrad . gefiihrt
oder,durchSchwerpunlkts--
verlegung des Fahrers, bis
zu einem gewissen Grade -
aufrecht gehalten denkt. !
Ein néheres Eingehen auf
die Folgen dieser nicht un-
wesentlichen Anordnung
wird hier entbhehrlich sein,
weil sich ihr Einfluls in .
unserer . spiteren - analytlschen Behandlung naturllch von selbst zeigt.
Nach. dem beschriebenen kinematischen Zusammenhang zwischen’
Vorder- und Hinterrad konnen wir in irgend einem - Moment etwa die.
Lage der Rahmenebene willkiirlich -vorgeben (2 Koordinaten fiir den
Berithrungspunkt, 2 Koordinaten fiir die Lage der Rahmenebene), ferner
die Verdrehung der Vorderradebene gegen die Rahmenebene (1 Koordmate)
Die Lage des ganzen Rades ist hiernach bereits bestimmt, da noch
die Bedingung _hmzukomm_t dafs beide Riader den ‘Boden ‘beriithren
miissen, sie hat also, bei Ignorierung der cyklischen Koordinaten, die
~in den beiden' Ebenen die Stellung.der Réder um ihren Mittelpunkt
festlegen, im Ganzen 5 Freiheitsgrade der Lage.  Die Bewegungs-
moglichkeit des Rades ist zunichst eine Neigung seiner Rahmenebene,
dann eine Verdrehung des Vorderrades um - die Lenkstange. Da die
Bewegung der beiden Rider eine rollende sein soll, so ist durch die
Lage der Vorderradebene auch seine Bewegungsrichtung bestimmt, da-
durch ist dann die Bewegung der Lenkstange gegebenr,» und also -auch
die Bewegung der mit der Lenkstange verbundenen Hinterradebene.
Willkiirlich bleibt nur noch die Geschwindigkeit der Vorwartsbewegung
Das Rad hat also 3 Bewegungsfreiheiten.
.+ - Wir lernen hier das charakteristische Merkmal von nicht holonomen
| Systemen**) kennen, zu denen alle rollenden Bewegungen gehtren: Das

Fig. 135~

*) In dem anziehenden kleinen Buche: Nouveau traité des bl_cycles et
bicyclettes, Paris 1898, pag. 87f. -
#) Vgl. H. Hertz Die Prinzipien der Mechamk 1. Buch, Abschn. 4, Nr. 123—-—133
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Rad kann in jede seiner oo® moglichen Lagen durch eine Aufeinander-
folge von erlaubten Bewegungen tibergefithrt werden, wihrend es doch
in jedem Moment mnicht in jede mogliche unéndlich benachbarte Lage
durch eine unendlich kleine Bewegung iibergefiihrt werden kann,
Analytisch gesprochen: Die Bedingungsgleichungen zwischen den fiinf
Koordinaten der Lage bilden ein nicht integrables System von Diffe~
rentialgleichungen.

Die Konstanten des Fahrrades seien die foldenden M, die Masse
des Vorderrades, dessen Schwerpunkt S, wir ohne wesentlichen Fehler
* im Mittelpunkt annehmen k&nnen. Seine Hohe, also der Radius des
Rades, sei h, (Fig. 185). Von der Masse der Lenkstange, die wir in
M, mit einrechnen kinnen, haben wir bei der Schwerpunktsbestimmung
abgesehen. 1/, bezeichne die Masse von Hinterrad, Rahmen und Fahrer.
Deren Schwerpunkt S, habe die Hohe A, und den Abstand » von der
Vertikalen durch den Beriihrungspunkt B, des Hinterrades.

" Es sei ferner: A, das Tragheitsmoment des Vorderrades um die
vertikale Axe durch den Beriihrungspunkt B,, 4, um die Spurlinie, B,, B,
die entsprechenden Grofsen des Systems: Hmterrad + Rahmen Fahrer
im Beruhrungspunkt des Hinterrades, B,, das Deviationsmoment dieses
Systems in der Radebene, ebenfalls im Beriihrungspunkt gemessen.

Die Lenkstange habe die Neigung 6 gegen die Vertikale, ihr Fuls-
punkt F' liege um die Léinge ¢, vor dem Beriithrungspunkt des Vorder-
rades, um ¢, vor dem Beriihrungspunkt des Hinterrades, so dafs ¢;—c¢, =1
der Abstand der beiden Beriihrungspunkte wird. 4

Weiter sei &, die Neigung der Hinterradebene gegen die Vertikale,
wobei eine Neigung nach rechts im Sinne des Fahrers positiv gerechnet
wird, @, die entsprechende Neigung des Vorderrades, y der Winkel
zwischen Vorder- und Hinterrad, um die Lenkstange gemessen, positiv,
wenn von oben gesehen das Vorderrad entgegen dem Uhrzeigersinn
gegen das Hinterrad geneigt ist. ¢, sei der Winkel des Vorderrades
gegen die Ebene der mittleren Fahrtrichtung, um die Vertikale im
‘gleichen Sinn gemessen wie p, @, der entsprechende Winkel beim
Hinterrad. Dabei soll es sich nur um seh: kleine Winkel &, 9y, @,
¢y, 7 handeln, da nur dann diese Definitionen unmittelbaren Sinn
haben. Unter dieser Beschrinkung sind die kinematischen Formeln
fiir die Bewegung aufzustellen.*)

Wir denken uns das Vorderrad in zwei Schritten in seine geneigte
Lage o, gebracht. Xs habe zundchst die Neigung des Hlnterrades,

2>

¥ Fiir genaue Durchfihrung der Kinematik des Fahrrads vgl. Whipple
und Carvallo L ec.
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wie wenn es starr mit diesem verbunden wire, dazu kommt die Ver-
drehung um die Axe der Lenkstange, p. Letztere kdnnen wir nun
(s. Fig. 135) in zwei Komponenten zerlegen, zunichst eine um die
Spurlinie, — p sin ¢, mit Riicksicht auf den oben definierten Sinn der
Drehungen. Diese addiert sich nach den S#tzen iiber kleine Drehungen
zur ersterwihnten N eigung des Vorderrades, so dafs also wird:

1) =, — ysine.
Die Vertlkalkomponente der Drehunc p liefert dann:
2) | Py — @y =7 COST.

Zu diesen geométrischen Beziehungen fiir die Lagenkoordinaten
tritt noch, den obigen Bemerkungen entsprechend, eine nicht holonome
Beziehung fiir die Bewegungskomponenten Die mittlere Geschwindig-
keit der Vorwirtshewegung sei . Wir denken uns die Lage des

Rades, sowie die Bewegung % und die Drehung dd .- des Vorderrades

um seinen Beriihrungspunkt gegeben. Die gesuchte Beziehung erhalten
wir, wenn wir beachten, dals durch diese zwei Angaben die Bewegung
des Fulspunktes der Lenkstange

bestimmt ist, also auch die der -
Hinterradebene, die ja der Lenk-
stange folgt. Der Fulspunkt F'
hat (Fig. 136) in der Spur des
Vorderrades die Geschwindig-
keit u, senkrecht zu dieser Ebene

Vorderradspur
Fig. 136.

dié Geschwindigkeit ¢, dd wral

Wir bilden die Bewegungskomponente senkrecht zur Spul des Hinter-
rades, die mit der Spur des Vorderrades den Winkel ¢, — ¢, = ¢ ein-
schliefst. Also wird die gesuchte Komponente:

do ' .
¢y~ €08 (@; — @g) + u sin (p; — @,)

oder, bei Vernachlissigung quadratischer Glieder:

Ps)-

In Folge der seitlichen Drehung — % des Hinterrades wire die nim-
liche Komponente

Clt_d P

t

¢ d‘P2
o 24t ?
und es folgt daher:
' d
3 Cy dq;,, = 01 dt + u(p; — @)

als die gesuchte nicht holonome Gleichung.
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Da ¢, klein ist gegen ¢,, so driickt die Bedingung (3) aus, dafs
das Hinterrad im Allgemeinen nach derjenigen Seite folgen mufs, nach
der das Vorderrad gegen das Hinterrad verdreht ist. Durch Betrachtwig
‘der Bewegungskomponente von F' in ‘der Spui' des Hinterrades wiirde
noch eine Bedingung fiir die Geschwindigkeit der Vorwirtsbewegung
des” Hinterrades folgen, die von u um- Gréfsen zweiter Ordoung ver-
schieden wird. Fiir unsern Zweck ist diese Bedingung unwesentlich.

. ": E _ . ‘\ ,6»:
\\ Zz i . ; | \\szl v E
B, | By

;<—f-’3 <= C; -
N RPNl

Fig. 187.

Es sind nun die auf das Rad wirkenden Krifte und Reaktlonen
zu bestimmen (Fig. 187). Am Schwerpunkt S, -greift die Schwerkraft

.9 an, am Schwerpunkt S, die viel grofsere Schwerkraft — M, g.
Réaktionskrafte wirken an den beiden Béruhrungspunkten mit dem
Boden und ‘an der das Vorderrad und -Hinterrad verbindenden Lenk-
stange :
Betrachten wir zunichst die Verfikalreaktionen. Wir brauchen
hier nur die Reaktionén zu beachten, die bei der'aufrechten gerad-
linigen Fahrt der Schwerkraft das Gleichgewicht halten, da diese end-
liche Grofsen sind; ihre Anderungen im Falle kleiner Abwelchungen
von der geradllnlgen Fahrt sind als kleine Grofsen hoherer Ordnung
gegen die urspriinglichen Werte zu vernachlasmgen

- Es handelt sich ‘also nur um die vertikalen Krifte, die im Falle
der Ruhe die beiden Teile des Rades stiitzen. Nach den allgemeinen
Gesetzen miifste man an der Lenkstange eine Reaktionskraft und ein
Reaktionsmoment mit der Axe senkrecht zur Radebene ansetzen. Kraft
und Moment kdnnen: ja aber durch Verschiebung im a,llgememen zu
einer Kinzelkraft zusammengefal‘st Werden, unid ‘wir erhalten so die
folgenden Reaktionen (Fig. 137):
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- Zuniichst, wie wenn das System vollstandlg starr wire, eine Kraft

4 ' Zy = M,g

am Beruhrungspunkt des Hmterrades

(5) Z M19 + Mzg ]

' aﬂi Beriihrungspunkt des- Vorder’rades Der Bestandtell M g l in- /

“wird durch den Auflagerdruck des Rahmens auf die’ Lenkstano*e iiber-
tragen, wir haben daher Gleichgewicht in-beiden Teilen des gelenkig
verhundenen Systems, wenn wir noch an der Lenkstange, und zwar senk-
recht iiber dem Berﬁhrungspunkt des Vorderrads, eine Reaktion zufiigen:

— Z = — - am_ Vorderrad
| ©) 29 . - ’
+ Z = lll2 g T am Rahmen

angreifend. Die Hohe ihres Angriffspunktes ist ¢, ctg e nach Fig. 137.
' Wir kommen zu den Horizontalreaktionen. Zunichst wirkt eine
Reaktion + ¥ an der Lenkstange senkrecht zur Radebene und daher
‘auch senkrecht zu Z, welche von der Ubertragung der Seltenbewegung
zwischen beiden Teilen des Systems herrithrt Ihre Gralse, die jedenfalls
vonerster Ordnung ist, kann natiirlich statisch nicht angegeben werden,,
sondern hiingt vom jeweiligen Bewegungszustand ab. Die nihere Be-
stimmung .ihres Angriffspunktes ist fiir unsern Zweck unwesentlich.
~ Schliefslich miifsten noch die Reaktionen an der Lenkstange in der
‘Fahrtrlchtung eingefiihrt werden, die ja elgenthch den- Antrieb vom
Hinterrad auf das Vorderrad iibertragen. Diese sind aber im Fall der
gleichformigen - geradlinigen Fahrt bei Vernachlissigung - .der rollenden:
‘Reibung tiberhaupt nicht vorhanden, im Fall kleiner Abweichungen
nur von zweiter Ordnung; und da ihr Hebelarm um alle in der Vertikal-
 ebene durch den Beriihrungspunkt hindurchgehenden Axen von erster
Ordnung ist, so sind in den spiter zu benutzenden Momentengleichungen
ihre Momente von dritter Ordnung und kommen daher nicht in Betracht.
~ Ebensowenig ist zu beriicksichtigen, dafs durch eine Verdrehung
‘des Vorderrades um die Lenkstange sein Bertihrungspunkt seitlich ver-
‘schoben ‘wird, wie die geometrische Anschauung zeigt. Denn diese
Verschiebung ist von erster Ordnung, und ihr Einflufs auf die zu- be-
" trachtenden Momente um den Beriihrungspunkt von ' zweiter :Ordnung.
Wir miissen hier noch eine kinematische Bemerkung beziiglich der-
Lage des Schwerpunktes anschliefsen*) Es lifst sich leicht geometrisch-

* Vgl. Bourlet, 1. c. pag. 91.
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zeigen, dafs bei unserer Annahme iiber die Lage der Lenkstangé und
des Schwerpunkts S,, ndmlich ¢, > 0, » > 0, durch eine Verdrehung des
Vorderrads bei vertikal stehendem Hinterrad die Hohe des Schwer-
punkts S, in erster Néherung zwar, aus Symmetriegriinden, unvertindert
bleibt, bei Berechnung der Glieder zweiter Ordnung aber sich verringert,
so dafs die Lage y = 0 ein Maximum der Schwerpunktshohe bedeutet.
Dieses besagt, dals zu dem Schwere-Potential, welches der einfachen
seitlichen Neigung entspricht:

cons 4% (M by &2 + Myhy9,7),

auch Glieder mit dem Faktor ¢,rgM,p? und ¢;7g M,9p hinzutreten.
Auf ihre genauere Berechnung konnen wir hier verzichten, da die ihnen
entsprechenden Kraftglieder durch Vermittelung der an der Lenkstange
angreifenden Reaktion Z (Gl 6) in d1e schliefslichen (leichungen von
selbst eingehen werden.

Dagegen kommen, wie bei allen Schwingungen um Gleichgewichts-
lagen, die kinetischen Glieder, die dieser Senkung entsprechen, in unseren
Naherungsgleichungen erster Ordnung nicht vor.

Aufser den bisher besprochenen, auch ohne Vorwirtshewegung vor-
handenen Kriften haben wir nun noch die scheinbaren Krifte der
Bewegung, nimlich die Centrifugalkraft und die Kreiselwirkungen, hinzu-
zufiigen. Wir zerlegen die Vorwirtsbewegung in die Translation, mit
der Geschwindigkeit « in der mittleren Fahrtrichtung, und die Rotation

der Réder in ihren Ebenen, deren Winkelgeschwindigkeit 7?— ist. Der

Impuls dieser Rotation ist fiir jedes der beiden Réder der némliche
und sei wieder mit N bezeichnet. ‘Am Schwerpunkt S, greift dann die

Centrifugalkraft i
_ M Pz } P,

am Schwerpunkt S; die Centrifugalkraft

d‘P1
Myw 33

senkrecht zur Radebene an.

Von ‘der mit der Vorwirtshewegung verbundenen Rotation ruhren
die Krelselw1rkungen her, deren Grofse und Sinn sich in gleicher Weise
bestimmt, wie es im Fall der Eisenbahnwagen néher ausgefiihrt wurde.

Einer Senkung des Rades zunéchst, d;: , folgt eine Kreiselwirkung um
die Vertikale nach:

- Am Hinterrad:

Am Vorderrad: — dd—at'l .
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‘Bin Senkung nach rechts etwa hat ein Moment um die Vertikale
nach rechts (vom Fahrer gesehen) zur Folge. '
Ferner ist die KreiselWirkung, von der Drehung um die Vertikale

dd . herruhrend und um die Spurhme wirkend, zuzufiigen:

Am Hmterrad 4N d%b-b

Am Vorderrad: 4+ N d% .

Die letzteren beiden Momente sind gleichgerichtet mit dem Moment
der Centrifugalkraft, und da. N mit w proportional ist, iiberhaupt nur
durch einen konstanten Faktor von diesem verschieden. Da aber zur
Centrifugalkraft. die Masse des:Fahrers und des Rahmens beitrigt, zu
den Kreiselwirkungen aber nur die Masse der Réder, so sind in diesem
Bestandteil jedenfalls die Kreiselwirkungen sehr unwesentlich - neben
den Centrifugalwirkungen, #hnlich, wie es: sich im Fall der Elsenbahn-
Wagen ergeben hatte (vgl. pag. 77D).

- Nach diesen Vorbere1tungen konnen wir nun die Impulsgleichungen
fiir die frither besprochenen Grade der Bewegungsfreiheit ansetzen. Fiir
die ‘Stabilitdtsfrage, die uns hier interessiert,. kommen dabei nur die
(leichungen  fiir die. beiden  Freiheitsgrade der seitlichen Neigung-und
der: Verdrehung . um - die Lenkstange in Betracht, wihrend die that-
sichlich gleichzejtig vorhandenen kleinen Schwankungen in .der Ge-
schwindigkeit der Vorwirtshewegung auf jene beiden Koordinaten nur
einen Einfluls héherer Ordnung haben.

Die Anderung des Impulses um die Spurlinie von Hinter- und
Vorderrad ist kinetisch ausgedriickt, d. h. durch Masse und Beschleu-
nigung (4,, ist Null, wenn wir. von der schrigen Lage der Lenkstange
‘absehen, deren Masse an sich klein und daher oben gar 1 mcht erwahnt ist):

beim Hinterrad: B9, — B,,,".

beim Vorderrad: 4,9,

Die Summe dieser Glieder ist gleich der Summe der um die Spur-
linien wirkenden Momente, n#imlich der Kreiselwirkungen um die
Spurlinien und der Momente, die von.Centrifugalkraft und Schwerkraft
(Hebelarm &, bezw. h,), endhch von den Vertikalreaktionen Z herriihren.
Diese - Summen diirfen wir algebraisch  statt veltoriell bilden,  da - die

Beriicksichtigung des kleinen Winkels zwischen den" beiden Spurllnlen
nut zu Gliedern zweiter Ordnung Anlafs geben wiirde. ‘Wir erhalten da.her

A&/’+Bﬂ" V'Blwq)2 = N(p, +9’2)+“(Mh1901+Mh2(P2)
+ M,ghy &y — Ze, ctgo - 5+ M gh, &, + Zc, ctg6 a‘)

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 56
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Diese Gleichung wird durch Einfihrung der Kraft Z aus (6):
4,9," + B,8," — B, 05" |
(1) , = N(p,' + 95) + u(M ko) + Myhy )
+ g M 2 8y + Myhy®y + Mycy Ctg"‘%(’ﬂl — 9y)].
Das letzte Glied der Gleichung (7): '
gM;e, ctgo il (&, — By,
‘oder nach der kinematischen Gleichung (1):
- —gM,c, cose —; Y

verschwindet, wenn Vorder- und Hinterradebene zusammenfallen; es
entspricht der schon frither bemerkten, durch die Verdrehung des Vorder-
rades bewirkten Senkung des Schwerpunkts S,. Ubrigens verschwindet
es stets in dem Fall, dals die Lenkstange durch den Beriihrungspunkt
des Vorderrads geht (¢; = 0), da dann, in erster Néherung, das Vorder-
rad frei um die Lenkstange drehbar ist, ohne Beeinflussung des
Hinterrads.

Wir hitten nun noch die Impulsgleichungen z. B. fiir die vertikalen
Axen zu bilden, wollen aber, der Einfachheit halber, statt dessen die
Gleichungen fiir Axen parallel zur Lenkstange aufstellen, die also unter
dem Winkel ¢ gegen die Vertikale geneigt sind. Wir wihlen die
Axen durch die beiden Beriihrungspunkte und bilden der grofseren
Ubersichtlichkeit wegen zundchst die Gleichungen fiir die beiden Teile
des Rades getrennt, in welchem Falle wir die Reaktionen an der Lenk-
stange zu beriicksichtigen haben.

Von diesen kommt nur das Moment der Kraft + Y, die senkrecht
zur Radebene angreift, und der vertikalen Kraft + Z in Betracht; die
Summe ihrer Momente ist fiir die angegebenen Axen, unabhingig von
ihrem Angriffspunkt: |

am Hinterrad: - Y+ Z a‘}zj Cy COS 6,
am Vorderrad: — (Y + Z9,)c, cose.

Das Reaktionsmoment an der Lenkstange dagegen kann unberiicksichtigt
bleiben; denn da die beiden Teile um die Lenkstange frei drehbar sind,
so. hat dieses jedenfalls keine Komponente um die Lenkstange oder die
dazu parallel gewihlten Axen.

- Fir das Vorderrad ist die Impulstinderung in dieser Richtung,
nach den Bezeichnungen von pag. 868 wieder aus den kinetischen Ele-
menten berechnet:

' cose.d,p,” —sinec 4,9,”.
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Die KreiselWirkung um diese Axe setzt sich aus den pag. 872 und 873
angegebenen Kreiselwirkungen zusammen zu

— N(9, cos ¢ + ¢, sin 0).
Aufserdem sind die Momente der Centrifugalkraft, der Schwerkraft und
der Reaktionen Z und Y zu bilden. Der Arm der Centrifugalkraft
sel 8, = h, sin 6, und entsprechend am Hinterrad: s, = A, 8in 6 + 7 cos @
(vgl. Fig. 137). Wir erhalten so die Impulsgleichung:

: cos 64, p,” — sin 64,9,
(8) = — N (9, cos 6 + o, sin 6) — M, s, uqp,’
—9gM b, sinG -9, — Zc, cose - &, — Ye, cose.

Fiir den Fall ¢; = 0, wenn also die Lenkstange durch dén Beriihrungspunkt
des Vorderrades hindurchginge, wiire durch diese Gleichung und die
Gleichung (7) der Bewegungsvorgang schon vollstindig dargestellt.
Die Reaktionen Z und Y fielen, da sie an der durch den festen Be-
rithrungspunkt des Vorderrads hindurchgehenden Lenkstange angreifend
dessen Bewegung um die Lenkstange nicht beeinflussen konnten, heraus.
Die seitliche Bewegung des Hinterrads andrerseits wire durch die Be-
wegung des Berithrungspunktes des Vorderrads gegeben. Daher wiirden
die am Hinterrad um die Vertikale wirkenden Kreiselmomente durch
die Reaktion an der Lenkstange ganz aufgehoben und kéimen fiir das
ganze System nicht in Betracht.

| Bei der thatsichlichen Anordnung der Lenkstange aber, ¢, > 0, .
wird die Bewegung des Vorderrads noch durch die des Hinterrads be-
einflulst, und zwar wird eine seitliche Drehung des Hinterrads gleich-
sinnig auf das Vorderrad tibertragen, so dafls z. B. die Kreiselwirkungen
beider Réder sich gegenseitig verstirken. :

Es ist also noch eine Gleichung fiir das Hinterrad zu bilden, die ganz
analog zur Gleichung (8) aufgestellt wird. Die Impulsinderung ist hier:

cos 6(B,p,” — B,,9,") — sine(— B,,p;" +'B,8;")
und die Gleichung wird daher: v
(cos 6 B,+ sin 6 B,,)@,” — (cos ¢ B,,+ sin 6 B,) &,
9) = — N(9, cos 6 + @, sin 6) — M,s,up,"
—gMyh,sin g - 9, + Zc, cos 6 - &, + Y, cos 6.

Aus (8) und (9) haben wir die Realtion Y zu .eliminieren, d. h. die
Impulsinderung um die Lenkstange selbst zu bilden. Wir berechnen

alo: 6 (8) + - (9,
56*
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d. i A [cos 6A4,p,” — sin 64,9,"]
+ ¢, [(cos 6B, + sin6B,,) p,” — (cos 6B,, —I— sin 6B AL
(10) {=— N{(cy®) +.6,95") cos 6 + (e, + clq)z) sin 6]

=g Misi o u— ¢, Mys; 00 u
+g[— 31116(62M hy &+ ¢; Myhy8y)+ ¢, c0s 6 M (01 — )]

Da jeﬂenfalls fir die Bewegung nicht die absoluten Werte g, ¢,, Wohl
aber ihre Differenz malflsgebend ist, so wollen wir aus den kinematischen
Gleichungen (2) und (8) in (7) und (10) den Winkel yp zwischen
Vorder- und Hinterradebene einfiihren. Benutzen wir_ die Abkiirzung:
ycosd-—(p1 Py =1V, ‘
80 haben W1r dle Grlelchungen _
| cz‘Pz _01% = Yu
‘ (P - ‘pl = d’ ’
l¢2’:= Yu+ oy,

{lwll}' —_ "p,u + 0211}'[
Ly, = ¢'u + ¢ Y
Mlttels d1ese1 Substitution werden die Glewhungen (7), (10)

X + B0 s 0,97+ u))
L — [(c2 cl)zp’ + 2uy]

glsb, da ¢g—c = 1:
(11)
somit

(11a)'

I !

— T[(llflhlc2 +Myhye) V" + (Myhy + Myhg)uy)]
L — g[MIZ?lﬂl,+ Mgkzﬂg — My, - %] =0,
bezw. 2 o '
' [_E_A cos @ + T (B cos 6 + B,w sin 6)] z/)” -

— ¢, 8in 64,9, — - ¢,(B,, cos 6 + B sm 6)d,”
+ [ A,cos 6+ (B cos 6 + B,w sin o‘)]uw

II —}A—N[(cgq‘}l +clr&2)cosa+—‘il——”—~sma.¢

+ (e, + 01)% gin G - 1/;]
+ [(022M131 + 012M232)'@ZL¢_,+ (cg My, + ¢ Mzsg)l;“'p]

+ g[e My5, 0y + ¢ Mys,9, — 0 sin 6 My ] = 0.
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“Die GL II, die Impulsgleichung fiir die Lenkstange als Axe, ent-
halt nattirlich im Wesentlichen die Wirkungen, die auf eine relative
Verdrehung der beiden Rider gegeneinander hinarbeiten. Zunichst
bezeichnet das zweite Glied der dritten Zeile die von Bourlet hervor-
gehobenen Wirkungen*), d. h. ein Moment, das einer Verdrehung des
‘Vorderrads um die Lenkstange entgegenwirkt, falls ¢, positiv ist und
daher! das Vorderrad aufrecht erhilt, wenn man sich das Hinterrad auf-
recht : gefiihrt denkt. Da nimlich die Lenkstange vor dem Beriihrungs-
punkt des Vorderrads liegt, so sucht offenbar ein auf das Vorderrad
‘vom Rahmen iibertragener Druck, dessen Richtung in der Rahmen-
ebene. liegt, das Vorderrad um seinen . Beruhrungspunkt zu . drehen,

nnd zwar so, dafs die beiden Radebenen sich einander nihern.

Die Kre1selw1rkungen und’ Centrlfugalwukungen in der v1erten und
fiinflen Zeile enthalten Glieder mit 3" und @. Die letzteren riihren
daher, dafs nach den kinematischen Bedingungen das' Vorhandensein
einer Verdrehung o eine Krummung der Bahnkurve des Rades fordert,
die ilirerseits wieder von ablenkenden Traghe1tsw1rkungen begleltet sein
mufs. Wir weisen hier darauf kin, dafs die Glieder mit &, und &, in
der vierten Zeile nur von den Kreiselwirkungen herruhren

Im Falle einer seitlichen Neigung des Rades wird von der Schwere
das Vorderrad nach der nimlichen Seite um die Lenkstange gedreht,
nach der dle erste Neigung- erfolgte, da ja der Schwerpunkt vor der schrig
gelagerten Lenkstange liegt. Dem entsprechen die beiden ersten Glieder
der letzten Zeile. Das letzte Glied dagegen, das den Faktor —v enthilt,
entspricht der schon friiher erwiihnten Senkung des Schwerpunkts, die durch
eine Verdrehung des Vorderrads bewirkt wird, wenn ¢, positiv ist. Die
Folge dieses kinematischen Zusammenhangs muls in der That sein, dafs eine
anfangliche Verdrehung durch die Schwerkraft weiter vergrofsert wird.

~ Die Gleichungen I, II enthalten nur mehr die Koordinaten 9, &, ¢.
Wir fiigen die kinematische Glelchung (1) zu als dritte lineare Gleichung
zwischen diesen Variablen:

I 0—«‘}2———ysm6=—;-——z/;tgo‘ k)
Um nun die Stabilitit des Systems zu untersuchen, haben wir zu setzen:
(12) Fy=a-et; Py=0- e“ P = ¢ - e*?,

Wir erhalten dann in bekannter Weise eine algebraische Gleichung fiir
J,und zwar vom vierten Grade, da 4 die Summe der Ordnungen der
D1ﬁ’erent1a1glelchungen I und II ist, wihrend III keine Differential-
quotlenten enthilt. Hs ex1st1eren also zwe1 Schw1ngun0'en des Systems;

*) B ourlet, Le. pa.g. 90. **) Unsere Glemhungen 1, II, III sind lineare Kombina-
tionen der von Whipple (pag. 323) wie der von Carvallo (pag. 100) erhaltenen.
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d stabil, wenn alle vier Wurzeln komplex mit nicht positivem

reellen Teil sind, oder, im Falle von zwei reellen Wurzeln, diese negativ.

-

sie. .sin

sind. Setzen wir (12) in I, II, III ein, so erhalten wir nach Fort-
hebung des Faktors e*’ drei in a, b, ¢ lineare homogene Gleichungen.

Die Determinante A ihrer Koeffizienten ist O zu setzen; dabei ist
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Die Ausrechnung dieser Determinante wiirde eine Gleichung der
folgenden Form ergeben, wenn man noch berticksichtigt, dals N pro-
portional mit u ist, und unter o, B, 7, ¢ von » unabhingige Konstanten
versteht:

alt 4+ Bud® + (p; + yau?) A + (0,4 + 0,uP)A + (g + 5u?) = 0.
Damit die Stabilititsbedingung erfiillt ist, die aussagh, dals diese
Gleichung keine Wurzeln mit positiv reellem Teil haben darf, miissen,
wie leicht zu sehen, alle ihre Koeffizienten positiv sein. Andrerseits ist
aber "durch positive Werte der Koeffizienten die Stabilitit noch nicht
gesichert, sondern es ist noch weitere Diskriminantenbildung erforderlich.

Wir wollen diese weitliufigen Ausrechnungen hier nicht durch-
fithren, sondern uns vorliufig auf die von Whipple erhaltenen Resultate
berufen, die sich auf Abmessungen an einem modernen Fahrrad beziehen.

Fiir kleines » ist das System durch seine Schwere jedenfalls labil.
Hiermit iibereinstimmend ergiebt sich, dafs die Koeffizienten

7:, 0, negativ sind,

& dagegen ist positiv, ebenso « und B. Die Koeffizienten der htheren
Potenzen von u, ’
y, und d,, sind positiv,

dagegen ist &, negativ, aber absolut genommen klein gegen die ibrigen
Koeffizienten. Die Koeffizienten von 1 und 1? werden daher bei
wachsender Geschwindigkeit positiv, das absolute Glied dagegen wird
schliefslich wieder negativ.

Und zwar wird zundchst der Koeffizient (6,u + d,u®) von 4 positiv
fir eine ungefihre Geschwindigkeit:

u; =12 km/h,
dann auch der Koeffizient (p, + y,u4?) von A? etwa fiir die Geschwindigkeit
| Uy =14 km/h.
Endlich wird der letzte Koeffizient (& + &u?) negativ fiir |
#g = 20 km/h.

Stabilitit ist nur zwischen der Grenze u, und u, mﬁgliéh fiir welches
Gebiet alle Koeffizienten positiv sind. Die nihere Diskussion ergiebt
hier noch, dafs thatsichlich vollstindige Stabilierung in dem Grebiet:

u, = 16 km/h bis u, = 20 km/h

eintritt. Die Rechnungen von Carvallo, die fiir ein #lteres Modell
ausgefiihrt sind, ergeben: quahtatlv dasselbe aber fiir alle diese Grenzen
etwas niedrigere Werte. ' '
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‘Wir erginzen diese Resultate durch den Nachweis, .dafs die voll-
standige Stabilierung ohne Kreiselwirkungen nicht méglich wire. Zu
‘dem Zweck berechnen wir den Koeffizienten (0,% - 0,4%) von 1 aus der
Determinante A. Wenn wir zur Abkiirzung  das gesamte- Schwere-
moment, M, h, <+ M;h; mit Mh bezeichnen, wird dieser:

g(—-—thl—*—Mh ¢,) sing - N

= th [02 cos GA + ¢,(cos B, + sin o‘B,w)] ;
- th (01 + 022) sin o‘E

| —ng[ch St + A M 32] -

—+ g(ch sl—i—clM sg)[(cl—]— cg) —l—(Mh 02+Mh cl) -I-B,w l:l
:+ (02 cl) co8 6 - [2Nu + Mhu — g M, clr]

und reduzert sich noch 7u:
— gMh coso (02A —]— clB)

—l—gB,w( Mh smo‘—{—Mr—~cosﬁ>

(13)
—thMhlsmG u—gMMh €7 COSG - U

+ats ata cos 0 N[2Nu + Mhoe].

In dlesem Ausdruck enthilt das 1etzte Glied, da N mit u - pro-
portional ist, den Faktor u? die anderen - “nur den Faktor u. Von
diesen uberw1egen die negativen Glieder weit iiber das. positive, da
das letztere die beiden kleinen Faktoren ¢, und # enthilt; daher wird
fiir kleine Fahrtgeschwindigkeit u der ganze Koeffizient negativ. Er
bliebe immer. negativ, und damit die aufrechte Bewegung labil, wenn
die Kreiselwirkungen unberiicksichtigt blieben, also N =0 angenommen
wiirde (d. h. da die Umlaufsgeschwmdlgkelt proportional zu w ist,
wenn das Tragheltsmoment der Ridder um ihre Rotationsaxe vernach-
lissigt wiirdé). Durch das letzte, von den Kreiselwirkungen her-
rithrende (lied, das den Faktor «® enthilt, wird der Koeffizient bei
.gentigend grofler Geschwmdlgkelt positiv.: (Welohes die Grofsenordnung
der hier als. klein. und genugend grofs unterschiedenen ‘Geschwindig-
keitsintervalle ist, konnen wir aus den oben angegebenen Whipple’ schen
Zahlen ersehen. Die Girenze zwischen beiden bildét der Wert u, = 12%km/h.)

. Die won. Whipple gefundewe Stabilitit des Fahrrads fiir die Ge-
,sschwmdigkeitm.,{.ffcon* - 16—:20 "km/h -ist daher wur durch die Kreisel-
wirkungen der rotierenden Rdder ermiglicht.
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| Die folgenden -Bemerkungen éo]lén noch erkliren, wie die KreiseI—
wirkungen in Thitigkeit treten. Der Faktor NV m dem letzten Glied

(14) % oo o‘N(2 Nu + ;MW)

rithrt von der Kre1selw1rkung _N%® —7; um die Vertikalaxen her. Diese

Wirkung, die auf eing ‘seitliche Nelgung des Rades hin das Vorderrad
nach der betreffenden Seite dreht und dahéer das Rad zwingt, nach
dieser Seite auszubiegen, ist also zur Stabilierung erforderhch Dagegen
tritt in dem Glied

“2Nu + Mhu®

die Grofse 2N u, die von der aufnchtenden Krelselmrkung N hel

ruhrt nur zu dem v1el grol‘seren glemhgenchteten Momént der Centrl-
fugalkraft des ganzen Systems, Mhu?, hinzu und ist daher unwesentlich.

Die stab1herende Wirkung der Rotation beruht also darauf, dafs
das Rad,. wenn es sich seitlich gene1gt hat, durch d1e Krelselwukung
Wesenthch des Vorderrades gezwungen erd ‘auszubiegen, und dadurch
die Centnfugalkraft in Thitigkeit tritt, die das Rad wieder aufrlchtet
Die eigentlich stabilierende Kraft, die die Schwerkraft fiberwindet, 1st
die Centrifugalkraft, der Krexselvvlrkung fillt die Rolle der AuslSsung zu.
Die Stabilierungsfihigkeit nimmt tibrigens wegen des Faktors cos ¢ in (14)
ab mit zunehmender Schriigstellung der Lenkstange gegen die Vertikale.
= A]lerdmgs wirkt auch die am Vorderrad angreifende ‘Schwere, zu-
sammen mit der vom Hinterrad auf das Vorderrad: ubertragenen
Reaktion Z dahin, dafs das Vorderrad beim seitlichen Uberneigen des
Systems: nach dieser Seite hin ausbiegt und ruft daher eine Centrifugal-
kraft Wach Trotzdem ist diese erkung nach dem Vorhergehenden
mcht im Stande, das System vollsténdig zu- stabilieren. Es ist eben die

Kre1selw1rkung die einzige mit —-- dﬂ proportionale Kraft, Wahrend die

Schwerkraft mit & selbst proportlonal ist und daher das durch die
erstere veranlafste Ausbiegen rascher der selthchen Neigung folgt als
die’ Schwerew1rkung Die erste Wirkung ist in der That nur um eine
Vlertelschwmgungsdauer gegen die Senkung verschoben, die andere aber
um eine halbe Schwingung.

' Unm auch die Griinde fiir das schhefshche Labilwerden zu verstehen
betrachten wir endlich noch das von 4 freie Glied & 4 &u? in der
Glelchung A(i) = 0. Dieses Glied enthilt, wie aus der Determinante A
leicht ersichtlich,. Terme mit dem Faktor g%, die u micht enthalten.
_D1e Summe dleser Terme wird posﬂuv, na,mhch

:(15) 2li[ M,h, sin G(tg 67@2? — c,r) + g2 M2c,r (k sm 6 — 117’) ;
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Hier sind die beiden negativen Glieder wegen der Faktoren ¢,», bezw.
¢.’r’, wesentlich kleiner als die positiven. Aufserdem treten noch

Terme mit dem Faktor «? auf: ,
— g (2% Nusing + (6, M;5, + ¢, M) %)

+ 9(e, My 5, + ¢ M) N7+ Mb ]
oder : g :
- (16) gNu[(M,h, — Myhs) sin 6 + 7 My cos

Hier iiberwiegt das negative, das Gewicht des Fahrers enthaltende
Glied — g NuM,h, sin6, wihrend das letzte Glied wegen der kleinen
Faktoren ¢, und # unbedeutend ist. Uberdies iiberwiegen die Terme (16)
bei grofsem u iiber die Terme (15); daher wird der ganze Koeffizient
fiir grofse Geschwindigkeiten negativ, die Bewegung also labil.

Gehen wir nun dem eigentlichen Ursprung der Terme (16) nach;
sie entsprechen den Gliedern mit dem Faktor u?y in der Differential-
gleichung II und waren durch die Einfiihrung der kinematischen

Gleichungen
2) V=0 — @
3) CaPy = €,y + uP

in (10) entstanden.

Diese driicken aber die anschauliche Thatsache aus, dafs im Fall
einer relativen Verdrehung der beiden Radebenen gegeneinander, ab-
gesehen von Hulseren Kréften, die Hinterradebene der Vorderradebene
wihrend der Fahrt sich bestindig néhert, da sie immer durch eine in
dieser festgelegte Axe hindurchgeht. Denkt man sich das Vorderrad
gefiihrt, so strebt die Spurlinie des Hinterrades asymptotisch in die
des Vorderrades (man kann sie also als Traktrix bezeichnen). Bei
grofser Geschwindigkeit erfolgt diese Anniherung sehr rasch, so dalfs
fiir u = oo aus der kinematischen @leichung (3) im Allgemeinen zu
folgern ist, falls nicht auch beide Schwingungen des Vorderrades sehr
rasch erfolgen: | ¥ — g, — g, — 0.
Dann verhilt das Rad sich aber so, als ob beide Teile starr verbunden
wiren. , :
Die Stabilierung durch die Kreiselwirkungen beruhte aber eben
auf der relativen Beweglichkeit der beiden Rider. Sobald diese starr
verbunden sind, konnen wir das ganze System mit einem einfachen
Kreisel vergleichen, der aber nicht mehr drei, sondern wegen der
doppelten Beriihrung mit dem Erdboden nur noch zwei Freiheitsgrade
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hat, und konnen auf diesen Kreisel das allgemeine in § 1 ausgesprochene
Prinzip anwenden, nach dem bei Unterbindung eines der Freiheitsgrade
jede Mdoglichkeit der Stabilierung durch Kreiselwirkungen aufhort.
Daraus erklirt sich die anfangs paradox aussehende Erscheinung, dafs
gerade bei grofsen Geschwindigkeiten die Stabilierungsfihigkeit der
Rotation beim Fahrrad versagt, wihrend beim freien Kreisel grolse
Rotationsgeschwindigkeiten der Stabilierung giinstig sind. Dieser labilen
Bewegung werden sich bei ‘grofser Geschwindigkeit noch stabile Schwin-
gungen iiberlagern, die man mit den Nutationen beim freien Kreisel
vergleichen kann. Wegen ihrer kurzen Periode lifst sich unsere vorhet-
gehende Schlufsweise auf sie nicht anwenden.

 Ubrigens ist noch zu erwdhnen, dafs bei nahezu vertikal stehender
Lenkstange auch bei beliebig grofser Geschwindigkeit die Bewegung
stabil bliebe, da fiir sehr kleine Werte von ¢ auch der letzte Koeffizient
der Gleichung A(4) =0 positiv bleibt. In dem Falle sind beide Eigen-
schwingungen rasch genug, um trotz der scheinbar starren Koppelung
zwischen Vorder- und Hinterrad die Stabilitit zu erhalten. Je mehr.
aber die Lenkstange geneigt wird, desto mehr nimmt die Stabilierungs-
fihigkeit der Kreiselwirkungen ab, entsprechend dem allgemeinen Ver-
halten, wenn die beiden nicht cyklischen Freiheitsgrade, hier Drehung
um die Spurhme und um die Lenkstange, sich einander nihern.

Wir wollen die erhaltenen Resultate noch kurz mit der Erfahrung
vergleichen. Da ist zuniichst noch eirmal zu betonen, dals die An-
nahme des mit dem Rad starr verbundenen Fahrers, die der ganzen
Diskussion zu Grunde lag, praktisch nicht zu realisieren ist, da der
Fahrer immer durch unwillkiirliche, fast unmerklich kleine Bewegungen
die Stabilitit des Rades beinflussen kann. Die Hiilfen, die er hier
geben kann, sind zweierlei Art. Erstens kann er das Vorderrad im
geeigneten Zeitpunkt ein wenig um die Lenkstange drehen und dadurch
centrifugal beeinflussen. Die erforderlichen Ausdrehungen sind, wie die
durch die Kreiselwirkungen selbstthitig bewirkten, sehr gering. Ferner
kann der Fahrer durch seitliches Neigen des Korpers ein entgegengesetztes
Schweremoment erzeugen, das das fallende Rad wieder aufrichtet. Bei
freihiindigem Fahren verzichtet der Radler auf die erste Wirkung und
hat nur noch die Schwere zur Verfiigung.

Durch die Erfahrung ist das Bestehen einer unteren Geschwmdlg-
keitsgrenze bestitigt, unter der das freihiindige Fahren unméglich wird,
.offenbar deshalb, weil bei dem annihernden Wegfall der Eigen-
stabilierung des Fahrrades die Hiilfen, die das seitliche Neigen des
Korpers leisten kann, nicht ausreichen. Dagegen ist eine obere Grenze
praktisch nicht merkbar. Es liegt dies wohl daran, dals, entsprechend
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niherer. Zahlenréchnung von Whipple, die Labilitit des Fahrrads bei
nicht zu grofsen Geschwindigkeiten, solchen, die thatsichlich iiberhaupt
méglich sind, noch sehr gering ist, so dals schon unmerkbar schwache
Neigungen des Koérpers ausreichen, um die Stabilitit zu erhalten.

- Wenn nach dem Vorhergehenden aunch die Eigenstabilierung des
Fahrrades; eben wegen der leichten Hiilfen, die der geschulte Fahrer geben
kann, nicht gerade als erforderlich nachgewiesen ist, und deshalb auch bei
der technischen Konstruktion die Frage nach der moglichsten Energie-
ersparnis vor der nach der Stabilitit steht, so ist es doch kaum von
der Hand zu weisen, dals die Kreiselwirkungen zur Aufrechterhaltung
des Gleichgewichts bei der Fahrt beitragen, wir mdchten sagen, in
besonders intelligenter Weise beitragen; sind sie es doch, die vermdge
der Phase ihrer Wirkung zuerst ein” Uberfallen des Rades spiiren und
die dann die viel stirkeren, aber etwas langsamen Centrlfugalvvlrkungen
in den Dlenst der Stablhtat spannen

§ 9. Uber vermemthche und wirkliche Krelselw1rkungen
.. bei der Lava.l-Turbme

Dle gemale Konstruktlon des schwedlschen JIngenieurs de Laval
hat die Technik mit Dampfturbmen von aufsergewohnhcher Geschwmdlg-
keit und besonders gutem Wirkungsgrade versehen. Der Schwerpunkt
der Konstruktlon l1egt -natiirlich auf thermodynamlschem und hydro-
dynamlschem Geblet, in der d]rekten Verwendung des rapide aus-
stromenden Wasserdampfes zum Antrieb und in der smnrelchen Form-
gebung der Laval’schen Diisen. Diese in den Tulbmenbau emgefuhrten
neuen 'Gedanken smd nlcht nur fir die techmsche Pra.x1s, sondern auch
fiir die. technische Wlssenschaft folgenreich gewesen, SO dafs die Er-
forschung der Stmmungs— und Druckverhiltnisse in einer Lavaldiise
jetzt ein chhtlges Spemalo'eblet der technischen Thermodynamlk*) aus-
macht. . _

. Was uns hler mteresswrt ist indessen ein rein dynamlsches Pro-
blem ~welches de Laval zuglelch gelost hat. Den hohen Umdrehungs-
zahlen der La.valturbme (20000 bis 30000 Touren in der Minute bei
kleineren Ausfuhruncren) wiirde kein Lager und keine Welle gewachsen
sein;- jede. Excentrizitit des. LaO'ers und  jede Verblegunov der Welle
wurde vermbge der ungeheuren Centrlfugulkl ifte zu einer Zerstorung
der . . ganzen Konstruktlon filhren. Das Mittel, das Laval hiergegen
gefunden hat, , 18t sehr merkwurd1g er. ma,chte d1e Welle b1egsam.

*) Vgl den Bencht von K Prandtl in der Encyklopadm der mathem W1ss
Bd. V, Art. 47





