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THEORIE

DU

MOUVEMENT DU MONOCYCLE ET DE LA BICYCLETTE ©;

Par M. E. CARVALLO.

PREMIERE PARTIE.
CERCEAU ET MONOCYCLE,

CHAPITRE PREMIER.

CERCEAU,
§ I. — CINEMATIQUE DU CERCEAU. NOTATIONS ET CHOIX DES VARIABLES.
1. Auxes de coordonnées; conventions générales. — l.e cerceau étant

supposé réduit a une circonférence homogene de rayon R et de masse .,
soient (fig. 1) :

Fig. 1.

1
S, le centre du cerceau;

O, son point de contact avec le sol;
OK, la verticale du point O;

(') Mémoire couronné par I’Académie des Sciences (Prix Fourneyron, 1898).
C. I



2 E. CARVALLO.

OI, la tangente au point O, dans le sens du mouvement;

0J, la position que prend OI apres une rotation d’un angle droit, de
droite & gauche autour de OK.

Outre le triedre OIJK, nous aurons a considérer un second triedre
Oljk défini de la fagon suivante :

Soit § I'angle du plan du cercean avec la verticale OK, compté positi-
vement de droite a gauche autour de OI. Une rotation de I’angle 0 autour
de Ol amene OJ sur la normale O; au plan du cercle et OK sur la ligne
de plus grande pente Ok; OlIj/ est le second triedre considéré. 11 est a
remarquer que ces deux triedres OLJK et Oljk sont tous deux mobiles,
a la fois dans I'espace et par rapport au cerceau.

Les conventions de sens seront fixées ainsi : le vecteur qui représente
une rotation est porté dans un sens tel que la rotation ait lieu de droite
a gauche pour un observateur placé les pieds a l'origine et la téte a
Pextrémité de ce vecteur. .e moment d’une force par rapport a un point
est porté suivant I'axe de la rotation que tend a produire cette force

autour du point supposé fixe. Avec Grassmann, nous désignerons par

IJ =K, par exemple, la vitesse de 'extrémité du vecteur J, pourlarota-
tion I, ou encore le moment de la force J, appliquée a I'extrémité du
vecteur I, et par rapport a l'origine de I.
. , e . ey .. d .
Les vitesses seront caractérisces, soit par le symbole différentiel = soit
par l'accent ().

2. Roulement du cerceau; rotations. — Dire que le cerceau roule,
c'est dire que le point qui est actuellement en O a une vitesse nulle.
Tout mouvement compatible avec la liaison se réduit alors a une rotation
instantanée Q autour du point O. Nous aurons a considérer les trois com-
posantes p, ¢, r de cette rotation suivant les unités vecteurs I, j, &, et aussi

ses composantes p, s, » suivant I, 7, K; on aura entre ces rotations la
double égalité vectorielle

(1) Q=pl+qg+rk=pl+ s +nK.
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Les relations numériques entre ces composantes s’obtiennent, si I'on
veut, par le théoreme des projections : on a

g = s+ nsinf,

(2)

d’ou 'on tire

r =ncosf,

7

(3) S n:cosﬁ,

s = g — rtangf,

Les composantes p, ¢, r ont la prépondérance au point de vue dyna-
mique, parce qu’elles correspondent a trois axes principaux d’inertie;
mais toute l'importance cinématique appartient aux composantes p, s,
dont la signification pratique est caractérisée par les dénominations sui-

vantes :

p, vitesse de chute;
s, vitesse de roulement ;

n, vitesse de conversion.

La rotation ® == Ip 4+- Kz ne change pas le diametre de plus grande
pente k par rapport au cerceau, mais entraine ce diametre dans un mou-
vement d’ensemble avec le cerceau; cette rotation est sans effet sur le rou-
lement. Au contraire, la rotation js laisse fixe duns Uespace la ligne de
plus grande pente &, mais fait glisser sur elle le cerceau, avec la vitesse
angulaire s. Le point de contact avec le sol se déplace sur le cerceau et sur
le sol avec la vitesse sR.

5. Vitesses des vecteurs envisagés. — On se familiarisera avec ces rota-
tions en calculant les vitesses qu’elles impriment aux extrémités des
vecteurs envisagés, vitesses dont nous ferons usage plus loin (§11).

Les vitesses des extrémités des vecteurs I et J sont dues a la rotation
C. 2
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K n seule et ont pour valeurs

s’ V= |Kn.I=1Jn=n(jcosh — ksinf) = r(; — ktangh),

(J':lK/z.J:—ln:——I "

cosl’

VS
=
~—

Quant aux vecteurs ; et £, leurs vitesses sont dues 2 la rotation
¢ = pI + 2K et ont pour valeurs

S J=|pl+nK)j= pk—TIncosl = pk—1r,

—
(@
N

[ F=|(pl+nK)k=—pj-+Insinl = — p; + Irtangl.

Enfin la vitesse de V'extrémité du vecteur ® se calcule en dérivant ©.
Elle a pour expression

(6) ()/:I])/+ K -+ Ipn.

A. Moments d’inertic A, B, C ducerceau par rapport aux axes 1, j, k

(fig. 2). — Le moment G est celui du cerceau par rapportau diametre Sk.
Soit 1. la masse totale du cerceau :

iy ; . . dw
La masse de I’¢lément MM, =do, qui a pour azimut ¢, est 1 —

ox’

27 7

\ Tde . uR2 T1— cos2¢ 2
(J:Q/O(LQXRQSIUWZH /ol CObo?dcp:y .

Le moment d’inertie A est le méme, augmenté du moment d’inertie du
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centre S par rapport a Ol, savoir

-+ "LRQ':

w2 3uR?
A =— ——

Enfin le moment d’inertie B est égal a celui du cerceau par rapport a

son axe LR*, augmenté duo moment d’inertie de S par rapport a O qui
est encore L.R*?, soit au total
B=o2uR®

En résumé on a, pour les trois moments d’inertie,

, 3 uR>
A== )
2
(7) {B=auR?,
~_pR?
( b= 2
§ 1. — EQuaTIONS DU ROULEMENT DU CERCEAU.
8. Application du ])ri/zcipe des travawx virtuels. — Tout mouvement

compatible avee le roulement du cerceau se réduit a une rotation instan-
tanée autour de son point d’appuiO. Le degré de liberté est 3 et1’équation
des travaux virtuels se réduit a celle des moments par rapport au point O.
Ia seule force appliquée est le poids P du cerceau qui a pour direction
— K et pour intensité le produit de sa masse p. par I'accélération g dela
pesanteur. Le bras de levier de la force est le vecteur OS qui a pour
expression AR. Le moment du poids est done

M =[AR.(—pgK)=1gR.|[Ki=+TugRsinb.

Nous devons écrire que ce moment augmenté de celui des forces

d’inertie est nul. Si donc on désigne par J le moment changé de signe des
forces d’inertie, 1'équation vectorielle des moments sera

IT = 4.
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Le calcul du vecteur 4 demande quelque développement.

6. Moment résultant des forces d’inertic. — Soit m la masse d’un élé-

ment du cerceau, situé en M ; nous devons calculer le vecteur

5=Zm

On peut calculer cette expression directement, mais on simplifie le calcul

d*M

M—0)LE ().

par Ja transformation (ue voici :

=M d

(NI O\CZM dO dM
am = z|(M—

Le premier de ces deux termes, porté dans I’expression de J, donne la
vitesse de l'extrémité du moment de la quantité de mouvement; cette
vitesse a pour valeur, comme on sait

J, = ;—l[ (Apl +Bqj +Crk).

Le second terme donne

| dO 2: —dM
C‘52: m' m EE _— i'_L
dM dS ; .,
(car E m-—g- = p%; th. sur les centres de gravue).

dO dbs
di dt

Nous avons a calculer J, et d,. Pourd,, il n’ya qu’a dériver I’expression
Apl+Bgj+ Crk en appliquant les formules (4) et (5) (§1, n® 3).

(1) Dans la notation de Grassmann, M — O représente le vecteur qui va du point O au
point M.

(2) Cette transformation est celle que 'on fait dans I'intégration par parties; on applique,
en outre, la relation évidente

av M _
dc de
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1l vient

I, =1Ap + B¢+ kCr
+ Apr(j —ktangl) + Bg(—1Ir—+&p)+ Cr(Irtanghd — jp).

Pour le calcul de J,, nous avons

d0O . . , . Ce
o =T IsR  (carla vitesse du point O est égale & Rs et dirigée suivant I),

(_l§
dt

QS—0)=|(Ip +/jqg+kr)kR=R(—jp + 1q),

et par suite

3, = wsR* |1 (— p +1¢g),
ou enfin

) 3 2
S,=—kusRp
et, en remplacant s par sa valeur (3) (n°2),
P 2 . .
3,=— ku.R*p (¢ — rtangh).
On a en résumé, pour le moment des forces d’inertie changé de signe,

I [Ap' — Bgr +- Gritangf |
=3, +d,= { +j B¢+ (A—C)pr|
—+ /c[Cr' + (LR* — A) priangh +— (B— uR*) pq|.

7. Lquations définitives du mouvement du cerceaw. — Si I'on rap-
proche le dernier résultat de la valeur trouvée pour le moment du poids
du cerceau (n° 8), savoir :

b

M =1T1guRsinb,

on obtient une équation vectorielle N = J qui fournit les trois équations
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cartésiennes du mouvement, savoir :

Ap'— Bgr + Cr* tangl = 1.gR sinf,
By +(A—C)pr=o,
Cr'+ (—A + pR®*) priangd 4+ (B — n.R*) pg=o.

A titre de vérification, on peut retrouver I'équation des forces vives en
ajoutant ces trois équations apres les avoir multipliées respectivement
par p, ¢, r. 1l faut, bien entendu, tenir compte de la relation

A =G+ R

Celle-ci exprime ue le cerceau est de révolution autour de son axe,
condition nécessaire a notre analyse. Sous cette condition, tous les termes
disparaissent, sauf les termes en p’, ¢/, ' et le terme unique des seconds
membres. On trouve bien ainsi 'équation des forces vives.

Il ne reste qu'a remplacer A, B, C par leurs valeurs (7) (n® 4) pour
avoir les équations définitives
( - 3 o i __ 8

() 2p/—oqr—+ tangewﬁslne,

() 2g +rp =0,

(k) ' —irptangl + pg =o.

N
—
~

Avec les variables p, n, s (n°2), les équations (1) sont remplacées par

celles-ci :
. . . o,
2p'—asncosh — n’sinf cosh = R sinf),

(9 VL PSS

O, ) LT —

(2) L cosf) ’

95— fpstangh + 3 pncosl = o.
§ Hl. — EQUILIBRE DU CERCEAU; STABILITE; DERAPAGE.

8. Conditions d’équilibre du cerceau. — Tangle 6, que jappellerai
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angle de chute, est la fonction du temps la plus importante, puisqu’elle
renseigne sur la chate du cerceau ou le maintien de son équilibre. Nous
devons donc porter notre attention sur la vitesse de chute p qui est
définie par le systeme des trois équations du mouvement (n°7)

[ s o2gsind éqi_l‘ﬁtang()
P=—3g 1T 73 5
<l> ] (/.—:—- Z)—]‘J

2

1= prtangf — 2pq.

Pour avoir les conditions d’éqnilibre, j’adopte la condition initiale

—~
N
~—

Po=0 (")
et je calcule le développement de p suivant la formule de Taylor

Z

(3) p=pot bt A R

Pour avoir p”, je dérive la premiere des équations (1) qui est de la
forme
pr=s(qr0);
p" sera donc de la forme
L of of of
v a0 rd )
Py T 5 TP g
Si ’on remplace ¢’ et 7’ par leurs valeurs (1), 'expression de p” con-
tient p en facteur et se met sous la forme

( f— - o g daf _rof  df
(4) [)//:])f,<qv'76>’ avec fa:;;/;[‘**[jgj”{“;m'

(') 1l est & remarquer que, si le mouvement est stable, il y a un moment ou le cerceau
cesse de tomber pour se relever et qu’a ce moment on a p,=o. Celte analyse est ainsi plus
générale qu'on pourrait croire au premier abord.
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Comme p, est supposé nul, p: est aussinul. A cause de cette hypothese
que p, est nul, une simplification semblable se présentera dans toutes les
dérivées de p. Pour cette raison, il y a intérét a ordonner les dérivées de p
suivant les puissances de p.

L’équation (4), dérivée a son tour, donne

P'=p A pi= P

ou la fonction f, est dérivée de la fonction f; comme /; est dérivée de /.
On obtient ainsi la suite des dérivées de p

(5) P=fn pl=pl, PU=S+p e ce

et I'on voit que toute dérivée p* aura pour expression un polynome entier
en p dont les coefficients se calculent au moyen des fonctions f, f,,
Sar -« .3 d'ailleurs, chacune de ces fonctions de ¢, r, 0 se déduit de la
précédente en la dérivant et supprimant le factear p.

Cherchons une loi de récurrence entre ces polynomes. Soit P, le poly-
0
ap
dérivées par rapport a p, et par p D, la partie de la dérivation par rapport

a ¢, obtenue en traitant p comme une constante. Il vient

nome (ui représente la dérivée d’ordre n. Nous désignerons par -- les

P,

(6) pet == D DD, Ot = p DD, -/
di PR op [ oY adp

De cette formule et des formules (5) obtenues pour les premieres déri-
vées, il résulte que les dérivées d’ordre pair sont des polynomes P,, P, ...
impairs en p, et que les dérivées d’ordre impair P, P,, . .. sont des poly-
nomes pairs. Puisque p, est supposé nul, les polynomes P,, P,, ... s’an-
nulent pour ¢ = o0. Ainsi, dans le développement (3) de p, les termes de
degré pair en ¢ disparaissent : p est une fonction impaire du temps. Quant
aux coefficients des puissances impaires de ¢, ils proviennent des poly-
nomes P,, P,, ... qui sont pairs en p; pour { = 0, ces polynomes se
réduisent & leurs termes indépendants de p.
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Pour obtenir une formule de récurrence entre les dérivées d'ordre

impair, je calcule p”** au moyen de 'expression (6) de p”*" ou je sup-
) | y |

pose n impair. Dans cette hypothese, P, est un polynome pair de la forme

PUO=P,=A,+p'B,+. ..,
d’oul’on tire

P, 3 . ) 2 i
(5/7 =opB,+p*l.. N et DP,=DA,+p*[...]

D’apres cela et d’apres la formule (6), p""' a pour expression

[)”JH:[)[D[/\H—F 2'/13”] +/)3[, . -],

d’ou I'on tire

])("*2):—_‘"'/),<‘)A”+ ")9/13/1\) +/)2<' : )

Je remplace p' par son expression f(q, r, ) et jobtiens pour la
bartic de "™ qui est indépendante de p
1 | P>

(7) Apu= /DA, /B,

Telle est la formule de récurrence cherchée. Elle conduit a cette con-
séquence importante que, si U'expression f de p’ est, avec p, nulle i
origine du temps, tous les termes de la formule de Taylor (3) sont nuls;
p est alors constamment nal et les formules (1) donnent ¢'=o0, 1'= o.
Par suite, la solution des équations est donnée par les formules

P=0,  q=q,  T=r,

1I en résulte que I'angle de chute 0, la vitesse de roulement s et la vi-

tesse de conversion n sont aussi des constantes 6, s,, n,. La trajectoire

du cerceau est un cercle de rayon

@]
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(’est bien par ces circonstances qu’on doit caractériser I"équilibre d’un
cerceau ui roule. La condition d’équilibre trouvée est

o __ogsinl) haqr 2 tang
o=p=Spr) =gy
Je remplace ¢ et r par leurs valeurs (2) (n® 2) en fonction de s et n et
j obtiens I'équation d’équilibre définitive

" 2 0s1nf 4sn .
(E) )—“% - —'%cos@ —+ n¥sinfcosh — o.

Jindiquerai plus loin (n® 10) une méthode plus intuitive pour obtenir
cette équation d’équilibre (E).

9. Stabilité du cerceau. — l.e cerceau sera dit stable si Pangle de
chute 9 oscille entre deux valeurs quelconques inférieures a ; Il sera dit

instable dans le cas contraire. Je traiterai seulement le cas ou la vitesse
initiale de chute est nulle; les caleuls du n” 8 s’appliquent alors et four-

nissent la formule de récurrence
(7) ' A,.,= /DA, ,+2/*B, (n® 8).

Dans cette expression, on doit remplacer les lettres par les valeurs
qu’elles prennent pour ¢ =o, et ce sont les valeurs ainsi trouvées (qui
doivent étre portées dans la formule de Taylor (3), n® 8. Le calcul de-
vient tout a fait simple si 'on traite comme un infiniment petit la valeur
que prend [ a I'origine du temps. On obtiendra ainsi une formule d’au-
tant plus approchée que / sera plus petit, c’est-a-dire que la condition
d’équilibre sera plus pres d’étre satisfaite.

Dans ce cas, en effet, /2B devient négligeable et 'on a
) ) n te)
An+2 :.fDAu'

Telle est la formule définitive que nous appliquerons aux valeurs im-
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paires de Iindice. En partant de la premiecre

3R 3 3’

o sl . .2 of
A= p'=[flq,rb)= 2gsind 4 /'77 I tang

A=/ A=Sf A= con o A =SS

2041 '

Telles sont les formules qu’on doit appliquer pour ¢ =o. En portant
ces valeurs dans I'expression de p (formule 3, n® 8), j'obtiens
/‘/I 13 f/'-’ 15 //:1 12n+|

P T e

Iei, trois hypotheses se présentent : Si /) est nul, on a p = /7 et, par
suite,

(8) b=0,+ - /2

La chute est uniformément accélérée.
C cp s . ) . T f
Si /, est positif, je pose /[, = /" et je multiplie les deux membres par P
il vient

)/ ht L3 e JENE eht — e—ht
(9) =t

S i I S P S

d’ou l'on tire

(10) p=1 s

La chute a lien suivant une loi exponentielle.

Enfin, si /, est négatif, je pose f,—=—1/~*. La formule (¢) donne
alors
(11) /):‘/{sin/zt,

d’ou 'on déduit

L of . o ht
Gﬁfio—l—ﬁsm <
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Dans ce cas, le mouvement de chute du cerceau est pendulaire et le

cerceau est stable. Sa position moyenne est donnée par I'expression

J

0, + i Comme on le voit, I'angle de chute initial est augmenté ou di-
minué suivant que / est positif on négatif.

La méthode que nous avons suivie pour le calcul de p permet de cal-
culer aussi les vitesses de rotation s et 7 et d’achever ainsi la détermina-
tion complete du mouvement. I est bien clair qu'on trouve pour s
et 2 des valeurs périodiques. Cette partie du calcul ne présentant aucun
intérét pour la suite, nous I'éviterons ici pour ne pas alourdir I'expo-
sition.

I nous reste a caleuler — f, = /*; nous avons pour cela

S = agsinl fgr 72 tangh
P T ORR T 5
d'ou l'on tire
. 1y — 2 2 cosl Alg'r = qrh) orr! _ r?
— = p = ; — — —— —— tangf oY &
/i p[ 3R 3p =+ 3p 0o T 3 eosth

Dans cette derniere formule, je remplace ¢ et ' par leurs valeurs (1)
(n® 8), puis enfin ¢ et r par leurs valeurs (2) (n° 2) en fonction de 2 et s.

J’obtiens ainsi, pour la condition de stabilité,

~ )" — 2gcosf s . 8snsind 8s?
(S A B L
(3) » 2 (O e S i

Comme vérification, on a exécuté tous les calculs du § 111 en faisant
d’abord dans le systeme (1) (n° 8) le changement de variables qui con-

siste a remplacer les variables ¢, r par les variables n, s (n® 2).

10. Tendance aw dérapage.. — Suivant Vusage des cyclistes, J'ap-
selle dérapage le glissement du cercean sur le sol, par suite d’une insuf-
I rag )
fisance de la force résistante de frottement. Bien entendu, je m’occupe

sculement du glissement normal a la trajectoire et qui provoque la chute,
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et non pas du glissement tangentiel, lequel est dépourvu d’intérét ici et
ne présente d’ailleurs aucune difficulté.

Envisageant seulement un état d’équilibre, je considere le mouvement
du cerceau comme résultant de deux autres :

Une rotation n, autour de 'axe de conversion, et constituant le mouve-
ment d’entrainement;

Une rotation s, autour de 'axe du cerceau, et constituant le mouve-
ment relatif.

Les forces d’inertie sont alors de trois sortes : celles du mouvement
d’entrainement, celles du mouvement relatif, enfin les forces centrifuges
composées. Or, pour un point quelconque du cerceau, les expressions de
ces forces sont linéaires par rapport au point. Les résultantes de transla-
tion de ces forces se réduisent alors aux forces correspondantes évaluées
pour le centre S. D’ailleurs, pour le centre, le mouvement relatif étant
nul, les forces d’inertie se réduisent a la force centrifuge d’entrainement

due a la vitesse de conversion n. Pour évaluer cette force, je représente

Fig. 2 bis.

1

(fig. 2 bis) sur le sol les axes Ol et OJ, la projection S, du centre du cer-
ceau, enfin le centre de conversion C. Le rayon de conversion du point S
est

5,6 =5,0 4 0C = Rsinf + " — R(sme+ _)

La force centrifuge est dirigée suivant le vecteur unité — J et a pour
expression

F=—JuRhn® (sin@ + %>
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A cette force d’inertie s’ajoute le poids du cerceau,
D
P=—Kung,

et leur résultante doit étre équilibrée par le frottement au point de con-
tact G du cerceau sur le sol. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la tan-
gente de 'angle que fait la résultante avee la verticale soit inférieure au

coefficient de frottement. Il est naturel dappeler tendance aw dérapage
i{ , . N 9

la valeur de cette tangente == — (n*sinf 4 sn). De plus, d’apres expres-
S

sion de IY, le dérapage tend a se produire dans le sens de 1'axe J quand

7* sin 4 sn est négatif. Si done jadopte pour la tendance au dérapage
Iexpression

D=— 1}(1[2 sinfl 4+ sn),
S

le signe de D fera connaitre le sens dans lequel le cerceau tend a déraper
5 »
le sens de 'axe J correspondant a des valeurs positives de D.

1. Méthode directe pour obtenir Uéquation d équilibre. — La mé-
thode qu’on vient de suivre (n® 40) permet d’établir I'équation d’équi-
libre (E) qui a ¢été obtenue an n® 8 par une analyse plus lourde mais plus
complete. I suffit de prendre les moments, par rapport a Ol, des forces
considérées aun® 40. La force centrifuge du roulement, étant dans le plan
du cerceau, a un moment nul par rapport a OI.

La force centrifuge de conversion a pour moment

(1) wR* sncosl —+ 2 R 2 sinf cosf.

Enfin la force centrifuge composée a pour moment :
I's )2
(2) 1. R* sn cosh.

Je n'entrerai pas dans le détail du caleul de ces moments; ils s’ob-
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tiennent sans effort par le calecul géométrique. Sia ces moments on ajoute
celui du poids du cerceau, savoir :

(3) v.g Rsinf,

et qu’on égale a zéro la somme des moments (1), (2), (3), on retrouve,

au coefficient 2 pres, I'équation d’équilibre précédemment éerite (n° 8),

osinf ; .
S + o sncosh 42 n*sinf cosh = o.
R 2

§ IV. — DiscussioNn DES ETATS D EQUILIBRE.
12. Changement de variables et plan de la discussion. — Nous avons

trouvé, pour I'équation d’équilibre, la condition de stabilité, la tendance
au dérapage, les trois formules :

E gsinf —+ asncosl +2n*sinfcosh = o n° )
R 2 E)

2 2 cosf . Ssnsinf 82
(S) —-%_‘_n-_!_—;llq— ; >O (n(){)),

([)> "‘“%(fla Sine—{—._s‘n):]) (no 10)

Dans le but de simplifier les discussions qui vont suivre, en les ramenant
a un seul bareme applicable a tous les cerceaux et a toutes lesaltitudes ('),

je prendrai pour inconnues, non plus s et 2, mais les rapports de ces

. o . N
rotations a I’expression \/11, qui leur est homogene. Comme la transfor-
L

mation revient a un changement d’unités, pour ne pas charger le sujet de

nouvelles notations, je continuerai a désigner par s et n les nouvelles

inconnues; il suffit de faire % =1 dans les formules (E), (S), (D). Les

(") Ret g quelconques.
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nouvelles formules, ordonnées par rapport an, s'éerivent (') :

\ N 4s 2
] - [ —
(L> ot 3 sy " 3cosh 7 0,
(S) n® -4 83:9;110 "4 i?_‘l___ 20;)59 <o,
N \ )
(D) —nsinh) —sn=">D0.

Ces relations sont du second degré en n; 0, s, n sont trois parametres
dont on dispose dans le jeu du cerceau. L’équation (E) ne change pas
quand on remplace n par — 2 et, en méme temps, § par — 0. Ce fait
exprime la symétrie évidente du phénomene par rapport an plan ver-

tical OIK, et permet de simplifier Ja discussion en faisant varier 6 de o
a -+ —seulement. [ équation (E) montre aussi un fait bien familier : ¢’est
2

que, al'état d’équilibre, le cercean tourne du cité ot il penche. En effet,
s est essentiellement positil’; si I'on suppose 0 positif, I'équation (E) exige
que n soit négatif, ce qui entraine que le centre de conversion C soit du
méme coté que la projection du centre du cerceau. La vitesse angulaire s
et angle 6 étant choisis, I'équation (1) détermine n; cette valeur, pour
étre acceptable, doit étre réelle, satisfaire a I'inégalité (5) et donner a D
une valeur inférienre au coefficient de frottement. Ce sont ces trois con-
ditions que nous allons successivement discuter.

15. Discussion de U équation d’équilibre ( fig. 3).

o 4 2
(B) i Ly

5 11 - - -
3sinf 3 cosh

La condition de réalité des racines de cette équation est

482 D) o o -
A ou o < 2s?cosh — sin*f
g sinz0 3 cosl) <3 ’

‘(S) o <

(') En transcrivant ces formules, on a divisé les deux membres de I'équation (E) par

sinf cosf. Cela suppose 0 différent de 5 et de zéro; mais le premier de ces cas est impossible
et le seccond est trés intuitif.
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ou encore, en ordonnant par rapport a cos@,
(&) cos*f +2s*cosl — 1> 0.

Pour discuter cette inégalité, je trace la courbe AE ( fig. 3) que repré-

Fig. 3.

sente son premier membre égalé a zéro, quand on prend pour coor-
données
x == cosf, y=s (2*+cay —1=0).

C’est une branche d’hyperbole qui part du point A (x =1, y=0);
elle a pour asymptote 'axe Oy, qui n’a pu trouver place sur la figure.

Si le point M(x, y) est a gauche de la courbe AE, I'inégalité (&) n’est
pas satisfaite : I'équation (E) est impossible. Celle-ci admet au contraire
deux racinesréelles 72, n, donnant I’équilibre quand le point M est & droite
de la courbe AE. L’inégalité (&) peut d’ailleurs étre résolue facilement,

soit par rapport a s*, soit par rapport a cosf.
C.

E=N
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A4. Discussion de la stabilité. — Je appelle 'équation d’équilibre et
la condition de stabilité

K) L(n) = n* - ,;,4,‘%* SR *) o
(E) B(n) = n®—- on + i =0,
~ o Sssinf 82 o 3
() S(n) = nt 4 200, 8 _c;ﬁ >0
D

1l s’agit de savoir si une des racines n, ou 2, de I’équation (E) satisfait
a la condition (S). La question se pose seulement pour les valeurs (s, 0)
quimises dans I’équation (K) donnent des valeurs réelles de n, ¢’est-a-dire
(n®143) pour les points M (s, ) situés dans la région EAG du plan (fig. 3).
Jexamine d’abord ce qui se passe le long de la courbe AR elle-méme.
Sur cette courbe, on a

(1) = =0
gsinz{ 3cosh

et I'équation (E) a ses racines égales a
— 28
(2) e R

Fsint’

Cette valeur substituée dans S(n) donne

[ —as\ 48 852 2cosl
(3) E’(smm) =osm Ty T T3

et cette expression est visiblement positive d’apres I'¢galité (1). Ainsi, la
condition de stabilité (S) est satisfaite par les valeurs d’équilibre qu’on
obtient le long de AE.

Je suis maintenant la droite AC, ¢’est-a-dire que je fais § == o ou mieux
§ infiniment petit; il vient

3

1 . 4sn D)
E(n)= - (n*sinf = ) + =
sinl) y 3

e

3 3

852 2
)

S(n) =n*+
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Les racines de E(n) sont (')

n,=-—aw, n,=—o.

BN oo , . . Ss2 )
La premiere rend S(n) positif; la seconde réduit S(7) a 7. Elle
J )

ne rend S(n) positif que pour s* > 1, ¢’est-a-dire pour les points de AC
situés au-dessus du point D(y =s*="1). De ces remarques il résulte
qu’on peut affirmer I'existence d’une courbe () située dansla région EAC,
partant de A, aboutissant au point D, et séparant la région EAG en deux
parties : dans la premiére, contenant AD, la plus petite racine n, donne
seule un équilibre stable; dans la deuxieme, renfermant AL et DG, les
deux racines n, et n, donnent des équilibres stables. I’équation de cette
courbe est

S(n,)=o.

Elle s’obtient en égalant a zéro le résultant de E(n) et S(n). Ontrouve,
en remplagant cosf par x et s* par y,

(S) 162*(1+a*)y*+- 8x(ba' — ba® —1)y + 3(1+ a*)*(1—a*) = o.
De méme u’on a limité la région du plan ou s’étend la courbe (S) par

la courbe (&) de réalité des racines de E(n), on peut la limiter aussi par

la courbe de réalité des racines de S(n). Cette courbe a pour équation

() T

1

La partie utile en est représentée sur la figure en traits pointillés.

(1) Dans tout ce qui suit, on désignera toujours par »n, la plus petite des deux racines,
c’est-i-dire la plus grande en valeur absolue, savoir :

p o 28 hs? 2
"7 3sin0 V gsin20  3cos0
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On a calculé les coordonnées du point B correspondant au maximum
de y et celles du point d’'intersection I des courbes (&) et (8,), savoir

®) = =1
(I x=0,917, y=0,258.

Ainsi la courbe (5) est confinée dans le petit triangle curviligne AFD.
Pour la tracer assez exactement, il suffit d’avoir les tangentes en A et D
et la tangente verticale.

En A la courbe (S) est tangente a la courbe (£); le coeflicient angu-
laire de la tangente est — 3; en 1), la tangente a la courbe (S) est hori-
zontale. Sans insister sur ces déterminations (ui ne présentent aucune
difficulté, je passe a la recherche de la tangente verticale.

La courbe (5) peut étre construite en résolvant I'équation qui la repré-
sente par rapport a y. La condition de réalité des racines est

D)

160 (bt — 5 — 1)  — 16 (1 -+ ). 3(1 4+ 2% )* (1 — 2*) > o.

Je divise par 162°, et je remplace x* par t; J obtiens

F(t)=98t"— 440° +158° + 4t — 2 > o.

On vérifie bien que F (¢) a une racine comprise entre zéro et un, car
F(o) est négatif et I (1) est positif. Comme nous savons, par ce qui pré-
cede, que cette racine (répondant a la tangente verticale cherchée) est
comprise eutre 0,8 et 1, il est natarel de poser

t=—1-+ u.

L’équation en « aura une racine négative comprise entre o et — o0, 2.

*

Voici le calcul de 'équation en « par la méthode que jai exposée
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en 18go (') :

+28 —h4 15 -+ 4 —2
-+28 —16 — 1 +3
-+28 —16 — 1 + 3 1

+-28 +192 411

-+-28 “+12 “+-11 “+14

De ce caleul il résulte, pour I'équation en «,
908u' + 68u’® 4+ H1u’ 140+ 1:==0.
Cette équation n’a aucune racine positive, puisqu’elle n’a pas de variation.
C’est certainement la plus petite racine négative qui convient; je suis
. . T \ . . .
conduit a poser u = ~eta chercher la racine en ¢ qui est de module maxi-

mum. Voici ce caleul, par la méthode que j’ai exposée dans une de mes
theses (*) :

2° 1 “+1

4 +51 -+68 +28
-+ + + +
-+ 2.196 + 3.2600 + 3.4625 + 5.613
— 102 — 1904 — 2855
—+ 56
+ + + +U T
a! —+1 + 1.94 + 2.752 -+ 3.1770 + 2.784
4 3.8836 4 5.565 - 6.313
— 1504 — 3327 — 118
-+ 16
-+ - L
2? 1 + 3.7332 + 5.234 -+ 6.195 -+ 5.613
-|-+0.537

(V) Thése pour le Doctorat. Noir aussi : Méthode pratique pour la résolution numé-
rique des équations, Nony, 1896.
() Ibid.
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La plus grande racine est visiblement séparée et la derniére transformée
donne pour cette racine { ')

—+ v —=3.7332
logy* = 3,86522 log(—u)=1,0337,
log(—v¢)=0,9663 —u =—=0,10807.

Je vérifie cette solution en substituant dans I’équation en «, ainsi :

—+28 +-68 “+51 14 —+1
— 3,025 — 7,02 — 4,752 —0,9996

{-28 %—64,975

143,08 4+ 9,248  +0,0004

La vérification se fait bien; le résidu 0,000/ estnégligeable par rapport
anterme 14w = 1,5 ..., parexemple. Onpeutdire que # == — 0,10807
est une solution qui satisfait a l’équation avec une erreur relative moindre
que + millieme (*).

Jappelle 'attention sur ce fait que jai reproduit fidelement la minute
du caleul, sans omettre un seul chiffre, les opérations étant faites a la regle
a calcul.

Ainsi, nous trouvons

U —=1 — = —O,IO8 07,
d’ou I'on déduit

t =a*==0,89193, == 0,944 = cosl; 0 =19°,33.

Pour cette valeur de a*, les deux valeurs de y sont égales a la racine
3(i4x2) (1 — a?)

carrée de leur produit, qui est I
102

= 0,0430. On en déduit

¥ =0,2073 = s*; s = 0,4656.

(") Loc. cit.
(%) 1bid.
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15. Discussion dela tendance are dérapageD ( fig. ). — Pour la commo-
dité de la discussion, je prendrai pour variables indépendantes , non plus
et s, mais 0 et n, et je suivrai la variation simultanée de s et D. Seulement,

dans la pratique, ¢’est la vitesse de marche s qui parait naturellement
pratique, [ul |

Fig. 4.

Tk {0:56‘?3

5-1,38
s

$=0,5

A -

donnée; de plus, il est bon de représenter 'angle 6 lui-méme. Je suis ainsi
conduit & prendre des coordonnées polaires dont 6 sera ’angle polaire et s
le rayon vecteur. On tracera les courbes 7 = const., en trait mixte pour
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/
/

la plus grande racine de 'égquation (E), n. > —4{ /——: en trait inter-
I Bre qus s e \/'/ 3 cosh’ )

. B ; - 3 N . ’
rompu pour la plus petite, 7, <~ — %//)) s Enfin, chaque point calculé

portera, en cote encadrée, la valeur de D correspondante aux courbes 1,
(fig- 4)-

L’ équation d’équilibre
(E) 3n*sinf + 4sn + 2tangh = ¢

donne pour s la valeur

(E) § = — <j_| nsinf —+- # tangﬁ).

I’étude de cette fonction, quand § est constant, est élémentaire; elle

présente un minimum quand les deux termes sont égaux, savoir pour

. ) St 6/30056
Iloﬁ“\/m) Sy — ang \ 5 .

Les valeurs de 7 inférieures a n, correspondent a la racine n, de I'équa-
tion (E); les autres correspondent a n,.

La valeur (E') de s, portée dans l'expression de la tendance au dé-
rapage

(D) D = — n*sinl — sn,
donne
(D) D = étang@ — ;{722 sinf).

Pour 0 = const., le sens des variations de s et D, avec la distinction
des racines 7, et n,, est résumé dans le Tableau suivant :

7, n,

_— 2 —_—
n o — — - - N T [o'0)
—_— \/5 cosfl 0— -

$ 4w tangl \/g{(@ =S, ——_  +®

D - tang A —— I—, tang@ T
2 o

S
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i . , . 1
Veut-on, par les formules (E'), (D), construire la courbe D = ~> par

exemple? Les valeurs de 0 se classent en trois groupes, indiqués par les
intervalles du Tableau ci-dessus :

. 1] I ~
Premier cas - ~> ~tangf ou O < 45",
N N <l

. 1
Le rayon vecteur  ne rencontre pas la courbe D == -; le rayon § = 45°

la rencontre au point n,=o0, s =+ .
. I I I 1 ‘
Deuxieme cas : ~tang 0> - > Etang@ ou A5° <0 < 56°,3.

La courbe D = —E est traversée par le rayon vecteur § en un point s qui
correspond & une valeur de la racine n, donnée par la formule (D). La
valeur de s s’en déduit par I’équation (E'). Pour ; = % tangf (0 =56°,3),
le rayon vecteur perce la courbe D :—; au point H(n,, s;). Ce point H

. T o e
est le point de contact de la courbe D = ~avecla courbe (£) des minima
de s, qui est aussi la courbe de réalité des racines n, et 7,.
.« . 1
Troisieme cas : gtange >

ou 0 > 56°,3.

1
2

1 . . .
Le rayon 0 perce la courbe D == - en un point qui correspond a la
racine n, de I'équation (E).

el

Onvoit qu’on a pu ainsi construire la courbe D == -; on peut d’ailleurs

e

[

le faire un peu plus simplement en éliminant n entre les équations (F)
et (D); on trouve

3 2
(Langﬂ —_ ;D>
(D" §*=asinf) ~—p—— 2.

tang — 2D
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Mais cette méthode se préte moins bien i la distinction des racines n, et
n, que la précédente.

. - 1 \ . 7
Sile coefficient de frottement est -, on aura a considérer, outre la courbe
I I BN < RN
D= 4 5 la courbe D = — ~; d’apres notre Tableau, la denxieme courbe

appartient tout entiere a la racine n,.

16. Résumé de la discussion. Diagramme général et sa limitation
pratique. -—— La discussion développée dans ce paragraphe est résumce

sur le diagramme de la fig. 4. On voit que la solution n, ne résiste an
4 N I s e |
dérapage qu’'a gauche de la courbe D(#,) = —; la région ou I'autre solu-
page qua g 2 5 8
. T 7 . T
tion n, résiste au dérapage est comprise entre la courbe D(n,) =,
d'une part, et la courbe formée des deux branches, savoir : (&), du
9 9 Y
. , . T. . , , N T « L . .
point O au point H; puis la courbe D (n," = , & partir du point . On

a en outre reporté la courbe (S) du n° 44. La figure présente ainsi le
résumé complet de la discussion.

Nous allons consacrer le paragraphe suivant a quelques remarques
pratiques; mais il en est une fort simple qui intéresse trop notre dia-
gramme pour n’étre pas placée ici :

Pour s =1, la vitesse lincaire de marche est, en revenant aux pre-
nieres variables du n° 12,

V=sR= \/gR,
soit 2™, 40 pour R = o™, 50. Or, les théories militaires fixent a 2™, 27 la

vitesse du pas gymnastique. On voit ainsi que la partie utilisée du dia-
gramme ne sortira guére du cercle s =1.

§ V. — COMPLEMENTS PRATIQUES A LA DISCUSSION DU CERGEAU.

A7. Marche et pivotement. — 11 y a quelque intérét, pour le jeu du
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cerceau, a distinguer les cas ou il marche de ceux ou il pivote sur place,
les premiers correspondant seuls au véritable jeu du cerceau. Cette dis-
tinction a quelque chose d’arbitraire, car il y a une continuité complete
entre les deux cas extrémes, le rapport entre la vitesse de conversion 7 et
la vitesse de marche s pouvant prendre toutes les valeurs possibles. La
définition qui nous a paru la plus naturelle est celle-ci :

Le cerceau marche quand le rayon de sa trajectoire g est plus grand que
son propre rayon. [l pivote dans le cas contraire.

Or on a trouvé (n° 8), pour le rayon de la trajectoire, la formule

R
VT T

La distinction des deux cas s’exprime donc ainsi :

(Y) Valeur absolue de n<<s......... ... ... ... marche,

Valeur absolue de n>s. ... .ot pivotement.

Pour distinguer a ce point de vue les racines n, et n, de I'équation

d’équilibre (n° 13),

(K) 0o=F(n) =n* 4+ 2 pp 2

5 ! —
3sinfl - 3 cosh’

je dois comparer — s aux racines du polynome E(7). Pour cela, je forme

, . 4 o
kN) E(_—S):ls‘ <l'—3s;nﬁ>+

3 cosh’

et je construis la courbe dont I’équation s’obtient en égalant i zéro E(— s),
savoir

N 2 5in
(N) o=

T cosh(4—3 Sin()).

Seulement, pour ne pas prolonger I'usage d’un systeme qui ne parle

(') Les valeurs de n sont, on s’en souvient, négatives (n° 12).
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pas suffisamment aux yeux, je prends des coordonnées polaires, savoir :

angle § pour argument et la vitesse de marche s pour rayon vecteur.

Les courbes &, S, ® étant reportées dans ce nouveau systeme, j"obtiens’
la fig. 4 bis. La courbe (N) suit la courbe (&), en restant au-dessus. Elle |
la touche au point I, qui a pour coordonnées

. )
f == arcsin 5= 11",9,

:\/\7)3:0,93.

E(— s) est négatif pour les points situés au-dessus de la courbe (N) et

&

positif au-dessous. Pour ce dernier cas, on compare — s a la demi-somme

desracines de E(n) et 'on arrive, en définitive, aux conclusions suivantes :

Au-dessus de la courbe (N),ona........... ... .. — <5< — ny,
Entre les courbes (N) et (£), du point O au point ... s << n, << — n,,
» aa dela dupoint 1. ... —ny <—n, <.

D’apres ces résultats et en remarquant que la partie utilisée du dia-
grammenes’¢tend guereau dela du point I (n° 46), ¢’est la racine 72, la plus
petite en valeur absolue, qui est utilisée dans le jeu normal du cerceau.

I . . . . .
La courbe D (7,) = — — devient inutile quand on se borne & cette solution
2
N ; I . . .
(n°18). QuantalacourbeD(n,) =+ -, elle esten dehors des limites utiles.
N 9

Cette remarque a son intéret : elle signifie que le dérapage, si redouté des
cyclistes, n’est pas a craindre dans le jeu normal du cerceau ('). D’autre
part, d'apres le n® 14, la solution n, n’est stable qu'en dehors de Ia
courbe (S).

En résumé, la solution n,, seule intéressante pour la marche du cer-
ceau, estacceptable toutes les fois que le point (s, 0) est compris dans la
région du plan CDHIE ( fig. 4 bis).

(') La cause de cette différence est simple: pour le cycliste, effectuant une conversion,
a la force centrifuge des roues (due a la vitesse n2) s’ajoute celle du cadre et du cavalier
qui est beaucoup plus grande.
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A7 bis. Intersection des courbes (S) et (N). — Comme complé-
ment d’information, il nous a paru intéressant de préciser les positions
relatives des courbes (S) et (N). La courbe (N) pénetre a l'intérieur de
la courbe (S) au point
f = arcsin 0,399 ==18°,8,

H
V8= 07474

Le calcul de ce point serait bien difficile en cherchant les solutions com-

munes aux équations des deux courbes; il devient relativement aisé par
I'artifice que voici: La courbe (S) est définie par les deux équations
simuitanées

E(n,)=o, S(n,)=o0 (n® 14).

\

D’autre part, (N)a pour équation

Ei—s)=o0;

\

etla quantité — s se trouve justement ¢tre égale a la racine r, dans la ré-
gion qui nous occupe. Il en résulte que les points communs a (S) et (N)

sont fournis par les solutions communes a

E(—s)=0, S(—s)=o.
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Entre ces équations, linéaires en s*, on a éliminé s° et obtenu une équa-
tion du troisieme degré en sinfl. Cette équation, dont une seule racine est

comprise entre o et 1, a été résolue parla méthode employée aun®14; on
a trouvé

0=1838; s =0,474.

A tous ces renseignements, j'ai pensé intéressant d’ajouter, en trait
mixte, sur la fig. 4 bis les courbes (E) qui correspondent aux valeurs
de n, égales a — 0,1, —o0,3 et —0,5. La fig. 4 bis permet alors de se
rendre compte entierement des circonstances du jeu du cerceau.

18. Stabilité pratiqgue. — La fig. 4 bis résume la discussion. Or
'are de courbe DH peut étre grossierement assimilé a un cercle de rayon
OD=0,5 de 6 == 0" a § =18°,8 (argument du point H, fig. 4 bis). La
condition pour qu’il existe un état d’équilibre stable est, en se rappelant

le changement de variable du n°® 12,

S
é}:
R

soit, pour la vitesse linéaire de marche,

20,5

(1) sR”0,5\/gR.

Pour R == 0", 50, on trouve sR” 1,20 (metre-seconde), vitesse un peu
inférieure a celle du pas aceéléré que les théories militaires fixent & 1™, 50
par seconde.

La condition de stabilité théorique (1) ne doit étre regardée que comme
une indication, bien des circonstances variables venant influer sur la sta-
bilité pratique : notamment, le vent et les accidents de terrain. Puis I’ha-
bileté du joueur intervient pour l'utilisation de la stabilité. La formule (1)
conduit méme au paradoxe que voici : D’apres la formule, la vitesse limite
de stabilité augmente comme la racine carrée du rayon du cerceau, loi qui

ne semble guere vérifiée par la pratique du jeu. Glest que la définition
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théorique de la stabilité répond mal a la notion pratique, si bien que des
cas théoriquement instables peuvent étre regardés comme stables et inver-
sement. Je m’explique :

Une tige verticale, reposant par son extrémité inférieure, est dans un
état d’équilibre instable; en théorie I'affirmation est absolue, aucune dis-
tinction n’est a faire; mais veut-on appliquer son adresse & maintenir la
* tige verticale an bout de son doigt? La (uestion est tres différente et il faut
distinguer : S'agit-il d’une aiguille & coudre? Personne n’y songera; pour
une canne, au contraire, chacun sait que la chose est aisée. Pour nous en
rendre compte, reportons-nous a I'équation du pendule simple de lon-

gueur R, en prenant pour origine la position d’équilibre instable :

o2
di?

| @

_~+ Rsme.

La présence de R au dénominateur rend les déplacements angulaires lents
quand R est grand. C'est le cas de la canne ou d’un objet plus allongé
encore. L’équilibriste aura alors tout loisir pour corriger un léger dépla-
cement angulaire 6 par un déplacement du doigt.

C’est une circonstance analogue qui se présente dans le cerceau; car la
principale force qui pousse a la chute étant la pesanteur, la premiere des

formules du mouvement (n° 8) réduite a ses deux premiers termes s’écrit

d20 2 g sinf

de T TR
Cette équation est de méme forme que celle du pendule : quand R est
grand, les vitesses de chute sont lentes et peuvent étre corrigées par le jeu

de la baguette. Ajoutons que la masse du cerceau étant plus grande, les
causes perturbatrices ont moins d’influence sur lui.

19. Action de la baguette dans la conversion du cerceau. — Le cer-

ceau étant en marche rectiligne, le joueur appuie la baguette sur une des
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joues du cerceau, par exemple celle qui est a sa droite ('). Le fait observé
est celui-ci : Sile joueur appuie sur l'arriere, ce qui estla condition nor-
male, le cerceau obéissant penche a gauche, prend un nouveau régime et
converse a gauche. S’il appuie au sommet, les choses se passent de méme,
quoique moins nettement. Mais vient-il & appuyer sur avant? Le cerceau
rebelle penche a droite et converse a droite. Ainsi, dans le premier cas et
dans le second, la rotation autour del’axe horizontal OI semble naturelle;
elle semble paradoxale dans le dernier cas. Quant a la rotation autour de
la verticale OK, elle est paradoxale dans tous les cas.

Pour expliquer ces particularités, je suppose que le cerceau parte de la
position d’équilibre verticale et je considere les équations du mouvement
complétées par des termes IIT et T, qui viennent des moments de 'action

de la baguette par rapport a Ol et OK. Les équations (2) (n° 7) du mou-
vement deviennent

’ 4sn cosh

. 2t h o, 2gsinb o
V=" tn sinf cosf - S
(2) | =25 o
cosf i

a5’ = 4 pstangl — 3 pncosf.

Comme il s’agit seulement de trouver le sens du phénomene, nous pou-
vons intégrer le systeme des deux premiéres équations eny regardant JIC,
AN, et s comme des constantes (*); on fait ainsi une opération analogue a
celle du théoreme de la moyenne. De plus, pour un état qui n’est pas trés
éloigné de I’état d’équilibre initial, ce qui a lien dans les conversions, on
peut remplacer cos par 1 etsinf par, puis négliger le terme 7 sinf cosf
(qui est du troisieme ordre quand 7 et § sont petits), quitte a revenir sur

I'influence de ce terme. Dans ces conditions, la deuxieme équation s’in-
tegre et donne pour 7 la valeur

(3) n=0,t—2s0,
() Dans tout ce numéro, la droite et la gauche sont celles du joueur.
(?) L’expérience montre d’ailleurs que s ne varie que d’une faible fraction de sa valeur.
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qui, portée dans la premiére équation simplifiée, la transforme en celle-ci :
d29 2 .
(4) ?ﬁ;:—-—%[/;s“ \6—1- ——J]b t - I,

Or, d’aprés la condition de stabilité (n° 18), le coefficient de 0 est négatif.
Je peux donc poser

(5) __g[/wuﬁ — e

[’équation (4) s'integre alors et donne pour 6 la valeur

. _AsON, I B ..\k. .
(6) ) = s b — l/, cosht + - = sm/zl’l.

Enfin, si 'onreporte cette valeur de 6 dans I'expression (3) den, celle-ci
devient, en tenant compte de la formule (5),

48N,

30

p 28 G, 28I Bl
(7) n= g5 It s l/ cosht - -

sin /i l

Pour examiner la question de signe qui nous occupe, je mets 'expres-
sion (6) de 6 sous la forme

(6") 6:%%}?[/zt—sinhtj-{—%[l—coskt].

Sous cette forme, on reconnait que le premier terme a le signe de T
et le second, le signe de M. Notre hypothese étant que la baguette est
appuyée sur la joue droite et a I'arriere du cerceau, N et JT, sont néga-
tifs; 0 est négatif, ¢’est-a-dire que le cerceau penche a gauche; si la ba-
guette est appuyée au sommet, N, est nul et a le signe de T ; le cercean
penche encore a gauche. Mais il est difficile de placer la baguette exacte-
ment ausommet et le terme en N, peut apparaitre, tantot avec un signe,
tantot avec 'autre. Comme ce coefficient T, contient un terme propor-
tionnel & ¢, il prend facilementla prépondérance; aussi, quand la baguette

G,

6
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appuie franchement sur 'avant, ne tarde-t-il pas a donner son signe + a
f et le cerceau penche a droite. Pour 7, les termes correspondent a ceux
de 0 avec des signes contraires, de sorte que n prendra, dans les trois cas,
unsigne contraire a celui de ), ce qui est la plus importante condition pour
I"équilibre (n° 12). On comprend ainsi qu’avee un peu d’habileté, le joueur
puisse se rapprocher suffisamment d’un régime d’équilibre dans la conver-
sion. Quant au terme négligé n’sinfcosh, outre qu’il est du troisieme

ordre, il a le signe de 0. Il ne fait donc qu’exagérer la vitesse de variation
de 0, mais sans changer son signe.

CHAPITRE II.

MONOCYCLE.
§ 1. — [EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.
20. Le probleme du monocycle comparé avee celui du cerceau. — 1ie

monocycle nonmonté est assimilable & un cerceau et sa théorie estla méme.
Seulement le mécanisme moteur, destiné a remplacer la baguette du cer-
ceau, est un systeme de deux manivelles qui forme le pédalier et qui vient
changer les moments d’inertie calculés aun® 4 (*). '

Si le monocycle est monté, le poids du cavalier, son inertie et son
action sur les pédales viennent s’ajouter, dans les équations, aux quantités
relatives & la roue. Mais une complication inabordable réside dans le mou-
vement du cavalier autour de 'axe de la roue et qui tend & le faire
tomber, soit en avant, soit en arriere. C’est par des variations dans sa

forme et dans I'appui emprunté aux pédales que le eavalier maintient,

(') Dans cette explication, j'envisage le monocycle qui a été employé par le cycliste du
Nouveau Cirque en 1895-1896. On a pu voir dans les rues de Paris un systéme de monocycle
qui semble différent au premier abord, parce qu'il est muni d’une selle et d’un guidon.
Mais leur ensemble est mobile autour de 'axe de la roue et n’a pour but que de permettre
au cavalier d’étre assis et de reposer directement sur 'axe, sans que toul son appui soit

pris par les pieds sur les pédales. Cette disposition n’a aucun intérét pour la théorie qui nous
occupe.
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autour de 'axe de la roue, son équilibre instable. La dynamique des étres
vivants est trop complexe pour que I'on puisse tenter de résoudre cette
partie de la question. Nous remplacerons donc 'habileté du cavalier par
une liaison capable de maintenir son centre de gravité sur la ligne de plus
grande pente qui passe par le centre de la roue.

Le probleme demeure encore pen abordable a cause des difficultés que les
déformations du cavalier (') opposent au calcul des forces d’inertie : il fau-
dra, dans ce calcul, traiter le cavalier comme unsolide invariable. Les axes
de coordonnées, les notations et conventions générales seront les mémes

Al o Q 1 2} M 3 3 .
ue pour le cerceau (n° 1), avec les quelques modifications que voici :

21. Constantes du cavalier. — Un élément quelconque de masse m
. ’( . ’ ol 4
appartenant au cavalier est défini par ses coordonnées S, n, C par rapport
au systeme d’'axes Oljk. Je poserai, pour définir le cavalier, au point de
vue dynamique,

Xm =,
Ymé =o, Ym0+ () =A, Ymnl <o,
Emn = o, Sm(l*4-6) =B, Smlt =1,

() Sml=ps,  Tm(Ewt)=C,  Imii=o.

Les trois coefficients nuls Xmv, Ymnl, Yméy expriment la symétrie
par rapport au plan moyen du cycle. La condition Ymt—=o exprime
I’équilibre du cavalier autour de I'axe de la roue.

Les lettres 1., A, B, C, déja employées dansla théorie du cerceau, seront
nécessaires aussi pour désigner les ¢léments correspondants de la roue.
Afin d’éviter les confusions, nous les affecterons d’indices quand elles
désigneront des éléments relatifs a la roue.

22. Application du principe des trayaux virtuels. — Avec les simpli-
fications adoptées, le monocycle monté est assimilé a un systeme de corps

(') Notamment la flexion et le développement des jambes accompagnant le pédalier.

(%) z est la cote du centre de gravité du cavalier, comptée sur Ok; a partir du n° 39,
elle sera désignée par A,
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solides dont le degré de liberté est 3, le déplacement virtuel résultant,

comme pour le cerceau (n° 3), des trois composantes de la rotation vir-
tuelle de la roue
8Q=1dp +Kadn 4 jos,

composantes que j'appellerai encore mouvements de chute, e conversion
ct de marche. Je donnerai les mémes qualificatifs aux équations que four-
nissent ces trois déplacements. Tandis que la rotation o —1 8[) + Kén

entraine le cavalier avec la roue et donne a I'un quelconque de ses points
M le déplacement

130(M — 0),

la rotation j s lui imprime seulement une translation égale a celle du centre
de la roue, savoir

1/ 85(S — 0) = IR 3s.

Au contraire, tout point M, de la roue est enticrement entrainé par la
rotation ¢Q et recoit le déplacement

13Q(M, — 0).

De la résulte ue le travail virtuel de 'accélération d’un point quelconque
est:

Pour la roue .. .. ..

Pour le cavalier. . .. i

(M —0)| 4 [ Gaj3s. (8- 0)],

les crochets désignant, suivant la notation de Grassmann, les volumes des
parallélépipedes construits sur les trois vecteurs qu’ils renferment.
D’aotre part, les travaux des forces appliquées sont, pour la force
motrice du pédalier, le produit
IIT o8

du moment moteur par la rotation; pour la pesanteur, le travail virtuel
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est

(2~ 1, R) gsinf.dp.

D’apres les évaluations ainsi trouvées, les trois équations du mouve-
ment sont

(p) IEm(\I*— (—ZTM\ —+ JZIH (M,—0O) dw'l:(mﬁ—u R)gsind,
d*M Z'l'\'lf
ORI K‘S’m M-—0) dh]ju K ¥m, (M CdiTJ

’(s) JZm(S d “] . D/Em,(\/]— ﬂ} = JIC.

Le calcul des termes de la seconde colonne rentre dans le cas du cerceau

I

0,

traité au n° 6, nous n’en reparlerons pas. Pour le calcul des termes de la
premiére colonne, on peut tenter une simplification analogue a celle du
n° 6; mais Pavantage d’une telle simplification n’est pas bien net : mieux
vaut faire le calcul sans artifice de la fagon que je vais expliquer.

23. Tr(waux ?virtuels des forces d’inertie du cavalier. — Pour avoir

I’ aLceleratlon i d un point M du cavalier, je pars de I’expression de la

vitesse qui est, d apres ce qui précede,

dM :
S =1IRs [0 (M—O).

La dérivée de cette vitesse est I'accélération
LM IRS 4T Rs [ @'(M—O) -+ [ 2. 5 (M—O).
di>

Dans cette formule, je dois remplacer I’ et ¢’ par leurs valeurs (4) et (6)
trouvées au n° 3, savoir

I'==1In, V= 1p +Kn' -+ Jpn.
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. d , . . - N ,
Enfin la vitesse 7 (M —0O), duealaseulerotation ¢, doit étre remplacée

par sa valeur
d

7 (M—0)=|2(M—O0).

. d*M .. oA , . .
L’expression de — - ainsi obtenue doit étre portée dans les équations

(n), (p), (s) du mouvement. Il faut, pour terminer le caleul, remplacer
le vecteur (M — O) par son expression rapportée au systeme Ik

M — O:IE—F-‘].‘I“A—I—]('C.

Ces substitutions faites, il ne reste qu’a développer, dans les équa-
tions (n), (p), (s), chaque crochet par la regle de multiplication des
polynomes et a remplacer chaque produit vectoriel par sa valeur, qui est

celle du volume du parallélépipede correspondant, par exemple
[‘Ij/c] = 1, [11/] =o, [1/K| = + cosf.

La considération des produits nuls permet de simplifier les écritures en

évitant de les écrire; ¢’est ainsi que dans le troisieme crochet () (n®22),

2

—a peat étre remplacé par sa seule composante suivant I, parce que le

crochet contient déja le facteur j en évidence et le facteur £ dans (S — O).
Les écritures n’en restent pas moins assez fastidieuses pour que je croie a
propos de les épargner au lecteur. Les résultats sont ceux-ci :

[1 Rl %0)%1]

= Ap' — L cosh — pRz.sncosh ++ (C — B)rn*sinh cosh,

lKE m(M — 0) ;[M]
) “ = (Ccos* + Bsin®0)n' + nRz. s sinf

— Lp'cosl + 2 (B — C) prsinf cosb —+ L p* sinb,

l‘] Z m(S — O)d—(;j\—IJ

- =R 4+ pRz(# sind + 2 pn cosh).
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Q4. Equations du mouvement du monocycle. — Des résultats du

n° 6, on déduit, pour les termes de la deuxieme colonne des équnations (1)
(n® 22) des travaux virtuels, les valeurs

! d>M,
Xm0y |

= A,p' — B, .sncosll + (C, — B, )n*sinf cos,
[K N, (M, 0) Z[TT\

= (C, cos*0 -+ B, sin*0) 1/ + B, . s sinf
~+ 2(B,— C,)pnsinl cosh -+ (B, — 1, R*)ps cosf,

[j Erm(Mf—O)d;lg']

=B,.s'+ B,n.sinl + (B, +A, —C,)pn cosf.

Ces valeurs (3) doivent étre ajoutées respectivement aux valeurs (2)
du n° 23; les sommes, portées dans les équations (1) du n® 22, donnent
les équations completes du mouvement. Pour simplifier les écritures de
ces équations, sans charger le sujet de notations nouvelles, je remarque
que les termes des formules correspondantes (2) et (3) qui sont écrits
dans les mémes colonnes sont des termes semblables qui se réduisent entre
eux : par exemple, le coefficient de p’, dans la somme des premieres équa-
tions de ces formules, est A -+~ A,. Orla masse de la roue est faible devant
celle du cavalier, et A, est faible devant A; il est bien certain méme que
A varie, d’un cavalier & un autre, d’une quantité supérieurea A ; iln’y
a donc aucun inconvénient a désigner encore la somme A+ A, par la
lettre A. En appliquant cette simplification des écritures a tous les termes,
les équations du mouvement s’écrivent

(p) Ap —Ln cosh — uRz. sn.cosh -+ (C— B)n*sinf cosh = p.zg sinb,

| (Ceos*d B sin?0)n/ + wRzs sinf — Lp" cosf
() ? + 2(B—C)prsinf cosh + Lp* sinf + (B,

w, R*)pscosh=o,

(8) RS 4 p.Rzn sinll 4~ 2 LRz pn cosl = IT.



4o E. CARVALLO.

§ II. — MarcHE DU CYCLE.

25. Etude de U'équation de marche (s). — 1. équation est dominée
par le terme JU qui figure au second membre et dépend du caprice du
cavalier. I’intérét de cette équation est donc seulement de faire connaitre
Ieffort qu’il faut fournir pour obtenir une marche déterminée.

Dans un état de régime, s’ et #’ sont nuls; p I'est aussi, de sorte que
I'équation (s) donne le résultat assez évident N = o, qu’on aurait pu
déduire du théoreme des forces vives. En réalité, T ne doit pas étre
nul, mais suffisant pour vaincre les résistances passives, fournir ainsi aux
pertes d’énergie mécanique et entretenir la vitesse de marche s. Dans le
cas d'une montée ou d'une descente, cas qui n’a pas €té envisagé dans
la mise en équations, on doit encore faire entrer en ligne de compte le
travail de la pesanteur dans le déplacement ds, travail qui cesse d’étre
nul quand la trajectoire a une pente. Soit 7 I'angle de montée de la tra-
jectoire; le cycle, avancant de Rds, monte de R éstangi; son poids
étant ©.g, son travail résistant est

™ .
g . Ras tange.

Ainsi, le second membre de I'équation (s) doit étre remplacé par
M —— g .Rtangs, et le moment moteur IIT que le cavalier doit fournir
au pédalier est

N = p.gRtang:.

IT a le signe de 7, c’est-a-dire que le cavalier doit pousser ou retenir
suivant qu’il gravit une pente ou la descend.

Hors le cas de régime, le premier membre de I'équation (s) n’est plus
nul; mais le premier terme 'emporte de beaucoup sur les deux autres, a
cause du facteur 7/ sinf pour le second, et pn pour le troisieme. Le pre-
mier membre peut ainsi étre réduit au terme p.R*s’, qui est le produit de

deux facteurs : le premier 1.1ts est Vinertie du cycle; le second R est le
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déplacement du centre de gravité pour &s =1, de sorte que le terme
— wR?s est le travail de I'inertie du cycle. L’équation (s) simplifiée est
ainsi assez évidente; mais il fallait les calculs précis du § I pour déceler

I’existence des denx autres termes, qui n’ont guere d’ailleurs qu'un intérét
théorique.

26. Paradoxe de la marche du cycle. — Le cycle S (fig. 5) repose
debout sur le sol, la pédale P au bas de sa course. Un observateur tire la

pédale P dans le sens du mouvement de marche, c’est-a-dire vers I'ar-
ricre; s'il n’est pas familiarisé avec la mécanique, il peut s’attendre a voir
la pédale, obéissant a sa traction, tourner autour de S dans le sens des
aiguilles d"une montre et le cycle marcher en avant, dans le sens OI. (Vest
le mouvement opposé qui se produit. I’ expérience peut étre réalisée avec
tout appareil vélocipédique : bicyclette, bicycle, tandem, ete. Elle est
méme plus trompeuse, partant plus piquante, avec ces appareils qu'avec
le monocycle, parce que le systéme de transmission, compliquant
I'appareil, dissimule la raison des choses. Mais, a cela pres, 'explication
est la méme que celle que je vais donner pour le monocycle.

Soit ds la rotation virtuelle du cycle, comptée positivement dans le
sens de la marche. Le déplacement du centre S est dirigé suivant OI, égal
a R8s, Le déplacement relatif du point P est — SP.¢s, de sorte que le
déplacement absolu est, suivant O],

(R — SP)3s = — OP 3.
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Le travail virtuel de la force motrice — F est done
— F >< OP ¢s.

1l est négatif quand Ss est positif; cela suffit pour montrer que la tendance
au mouvement est vers l'arriere et non pas vers avant. Pour voir la
chose avec évidence, dans le cas du monocycle, il suffit de considérer
que la roue, avec ses pédales, forme une figure invariable dont le centre
instantané est le point O. 1l est visible alors que la force I tend & un rou-
lement de droite a ganche et 2 un mouvement de recul. Mais, dans le cas
de la bicyclette, cette explication si simple n’est plus possible, et le para-

doxe est plus trompeur; elle se préte a une expérience un peu plus inté-
ressante que nous allons examiner.

26 bis. Expérience sur la bicyclette. — A la pédale P, au bas de sa
'/ Y P )

course ( fig. 6), on attache une ficelle; on la fait passer sous I'axe S de la

Fig. 6.

roue d’arriere; enfin on exerce sur le brin libre B une traction BF, suivant
des inclinaisons diverses. Si 'on tire franchement vers I'arriere, la bicy-
clette recule; si 'on tire vers 'avant ou seulement vers le haut, la bicy-
clette avance. Entre la traction vers 'arriere et la traction verticale, il y

a une position inclinée ou la traction laisse la bicyclette immobile. Pour
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calculer cet angle, on devra écrire qu’une rotation ¢ de la pédale produit
un travail nul de la traction F, ¢’est-a-dire un déplacement nul de son
point d’application dans la direction du fil. Soient Slaroue d’arriére, AP la
manivelle dont le centre est en A et la pédale en P; PSB estle fil. Par le
déplacement ¢, la figure vient en A’P’S'B’. Soient P, la nouvelle extrémité
inférieure de la trajectoire de la pédale, m le rayon AP de la manivelle et M

un coefficient (ui ne dépend que de la multiplication de la machine; on a
(1) P,P'=mg, SS'=Mas.

Soient encore BC la perpendiculaire abaissée de B sur S'B’, et BB, la
parallele & SS; CB' est le déplacement du point B dans la direction de la
force; s'il est de méme sens que I, le déplacement ¢ tend a se produire;
siCB’ est de sens contraire a I, c’est le déplacement contraire qui se pro-

duit; 1'équilibre a lieu quand le point B" coincide avec C. Pour mettre
ces conditions en formules, J’ai successivement

(2) B,C = BB, sinB = SS'sinS = M&sinS.

D’autre part, 'allongement B,B’ du brin libre égale la diminution

du brin SP, laquelle a pour valeur la projection P,Q de P P"sur P, S’
Ce segment a pour expression

(3) B,B —=P,Q=P,P cosP'D,§ = mdsin(D, 1).

Des formules (2) et (3) il résulte que la distance zénithale S du fil qui
répond a I'équilibre est donnée par la formule

A (S
MsinS =m sin <P, l>,
d’ou I'on tire

sinS = % sin (6,\0
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C’est une constante de la machine qui ne dépend (ue de sa forme géo-
métrique.

L’expérience de la bicyclette et son explication montrent que, quand
la force exercée sur les pédales est une force intérieure, quand elle vient
du cavalier, par exemple, le cycle avance. La force est, en effet, accom-
pagnée d’une réaction ui annule le travail total provenant de la transla-

tion d’ensemble du cycle; il reste seulement le travail de la foree appli-
quée a la pédale dans le mouvement relatif.

27. Paradoxe du navire. — Halage. — 11 me parait a propos de
rapprocher du cas précédent un autre paradoxe ui m’a été proposé
autrefois par un ingénieur des Ponts et Chaussées et qui vise la naviga-
tion contre le vent.

Armez un navire d’un anémometre quelconque, d’un moulina vent, par
exemple, Si ce moteur actionne une hélice, le bateau se met en marche;
mais, puiscue le vent est contraire, la marche augmente la force du vent,
si bien que, non seulement le batean marchera contre le vent, mais me¢me
sa puissance motrice augmentera par sa propre marche.

La faute est rendue manifeste par ce qui précede : 1l est bien vrai que
le bateau pourra se mettre en marche contre le vent, pourvu toutefois
que le rapport des organes soit tel que le travail du vent soit positif dans
la marche en-avant. Or le vent a pour point d’application principal Paile
du moulin qui est normale au vent, et le déplacement de aile résulte
de sa rotation relative et de la translation générale du navire. Ce dé-
placement résultant de l'aile doit étre vers Parriere pour que le vent tra-
vaille positivement. Ainsi, la puissance motrice du vent sera, en réalité,
diminuée et non pas augmentée par la marche. Je n’ai pas besoin d’in-
sister sur les autres causes ui s’opposent a la marche, notamment l'action
directe du vent sur la masse générale du bateau.

Les mémes idées suggerent un systeéme qui pourrait remplacer le ha-
lage et qui emprunte a la riviere méme la puissance motrice : Imaginez

un moulin a eau dont la roue est verticale et fixez a I’axe horizontal de la
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roue un pignon denté. Faites enfin reposer le pignon sur une crémaillere

établie au-dessus de la riviere : la roue remontera la riviere et pourra
remorquer un chaland.

28. Réflexions sur le pédalier. — Quoique I'étude des organes mo-
teurs sorte du cadre de ce travail, j'indiquerai, comme se rattachant &
I'équation de marche, les principales considérations qui me semblent
devoir guider dans la recherche des perfectionnements du pédalier :

Il est reconnu que le cavalier, surtout lorsqu’il est inhabile ou fatigué,
laisse toujours le pied peser quelque peu sur la pédale qui remonte. De
la une fatigue inutile. Un encliquetage qui permettrait au pied ascendant
de ne pas s’opposer a la marche par un peu de lenteur serait un progres.

Le probleme de la multiplication n’est pas résolu : les uns la veulent
grande, les autres la veulent plus faible. Les travaux de M. Chauveau (')
sur la dépense du muscle pourraient, semble-t-il, conduire a la solution :
Le muscle qui fait effort, sans déplacer le point d’application, dépense
de l'énergie; cependant il ne produit pas de travail méecanique. Le muscle
qui travaille seulement a donner a certains membres un mouvement alter-
natif, sans vaincre aucune résistance extérieure, dépense aussi de 1'éner-
gie; cependant il ne produit aucun travail mécanique utile. Entre ces
deux cas extrémes, il existe un cas intermédiaire ou le rendement est
maximum. La détermination de ce maximum rentre dans le cadre des
recherches de M. Chauveau. Mais il n'y a gucre lieu de le déterminer
avec précision, tant ¢u'on ne possede pas une multiplication variable
avec la pente du terrain.

Au méme point de vue, on apercoit dans le pédalier un défaut assez
grave : Supposons, ce qui d’ailleurs n’est pas bien exact, que l'effort du ca-
valier soit toujours vertical. Quand la pédale est au haut de sa course, il
commence a appuyer. Jusqu'a ce que la manivelle soit sensiblement hori-
zontale, une composante importante de la pression du pied est inutile.

(1) Comptes rendus, t. CXXIV, no 1; 4 janvier 1897.
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Cependant elle consomme de 1'énergie. Il ne semble pas tres difficile
d’imaginer un systeme pour remédier a cet inconvénient.

Si, malgré ses inconvénients et a cause de sa simplicité, on conserve
le pédalier ordinaire 4 manivelles, on doit rechercher les meilleures condi-
tions de son fonctionnement : elles dépendent, en premiére ligne, de la
figure dont les éléments sont :

Le vecteur qui va de la selle au centre du pédalier;

La longueur des manivelles.

Seule 'expérience me parait pouvoir résoudre la question; mais cette
étude peut étre faite sur un siege fixe, en dehors du eycle.

La meilleure figure étant déterminée pour un cavalier quelconque,
celle qui convient a un autre cavalier s’en déduira en multipliant par le
rapport des longueurs des jambes. Il est bon qu'un cycle possede ainsi
un réglage, non seulement pour la selle, comme c’est la coutume, mais
aussi pour les manivelles, ce qui ne se fait pas encore. Le méme appareil
fixe pourrait servir a la détermination de I'effort et de la vitesse des pé-

dales qui correspond au maximum d’effet utile; on en déduirait la multi-
plication la plus convenable.

§ II. — EQUuILIBRE DU MONOCYCLE.

29. Condition d’équilibre. — Les équations du mouvement, trouvées
au n°® 24, sont :

(p) Ap'— L# cosh — Rz sncosh + (C— B)n’sinfcosh = p.

gzsinf,
[ (Ceos®6 - Bsin®0)n'+ nR zs sinfl — Lp' cosh

() | -+ 2(B—C)pnsindcosh + Lp*sinfd 4 (B, — 1, R*)ps cosh = o,
(s) Rz 7 sinf ++ wR*s’ ++ 2Rz prcosh = OIT.

Dire qu'un régime d’équilibre est établi, c’est dire que les équations
sont satisfaites pour un systeme de valeurs constantes de s, 7, 0. Dans
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cette hypothese, on a

o=s=n=p=).

L’équation (n) se réduit alors & une identité; I'équation () se réduit
a L = o, ce qui signifie que le moment moteur doit équilibrer exacte-
ment le moment des résistances passives. Enfin I'équation (p) devient

(E) (B — C)n*sinf cosh -~ nRzsncosh 4 pgzsinf = o.

Telle est I’équation d’équilibre du monocycle. De méme forme que

celle du cerceau, elle peut aussi étre établie géométriquement par la mé-
thode du n° 11.

50. Tendance au dérapage. — Les forces qui agissent sur le cycle
monté sont le poids total du cycle monté et son inertie, qu’il semble au
premier abord nécessaire de décomposer en deux parties, celle de la roue
et celle du cavalier; mais, on I'a remarqué au n° 10, la résultante de
translation des forces d'inertie se réduit a celle du centre de gravité. Or
celui-ci obéit, avec le cavalier et le centre de la roue, au seul mouvement
d’entrainement expliqué au n® 22. Il en résulte que I'inertie a pour résul-
tante celle du centre de gravité total G, de masse 1., savoir :

A2 G 1 / / / ) 0 %4
— = ;,.[[Rs +TRs +|¥(G—0) | %(G—O)_ (n° 23).
11 suffit de remplacer dans cette expression I’, ¢, (;—ll (G —O) par leurs

valeurs (n® 23) pour avoir 'expression définitive de I'inertie. On obtient,

en conservant les seuls termes qui nous intéressent, ceux en J et K,

[— 0. %zg]m: — i [Rsn 4z (— p'cosh 4+ p?sinfl — n*sinf)|
+ Kz (— p'sinfi— p*cosf)].

D’autre part, le poids est — Ku.g. 1l en résulte, pour la tendance au
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dérapage D (¢/. n° 10). la formule

D— Rns -+ zn2sin 4 z (p2sinf —p’cosﬁ).
g -+ s (p2eosh—p'sinh)

A Vétat de régime, p et p’ sont nuls, D se réduit a

Rns 4+ zn2sinf
(D) D= Hrsanisind
o
el
et I'on retrouve bien, en faisant z = R, I'expression du n°® 10; mais il
m’a paru intéressant de calculer ici ’expression complete de D pour avoir
Iinfluence des termes nouveaux qu’introdnit le défaut de régime, notam-
o) Y
ment dans les virages brusques.

51. Danger des virages brusques. — Dans les conditions normales,
les termes prédominants de D sont Rns au numérateur et g au dé-

nominateur. La tendance au dérapage est augmentée par le terme
——:])’0056 du numérateur de D et par le terme —+ zp*cosf du déno-
minateur; les deux autres termes sont plus faibles; si on les néglige,

Paungmentation relative de la tendance au dérapage, venant du défaut de
regime, est

zp'cosl zp2cosh
— (Rns + zn?sinf) g

Pour faire une application numérique, adoptons zcosf = o™, 98, ce
ui est une condition assez normale; le second terme atteindra la valeur
0,1 pour p =1, ¢’est-a-dire quand la vitesse de chute sera de 57° par se-
conde. Le premier terme est notablement plus grand pour p’ =1, puisque
son dénominateur doit étre une fraction de g inférieure au coefficient de
frottement (0,3 a4 0,5). Ces termes peuvent acquérir de 'importance
quand on est obligé de passer brusquement de la marche rectiligne a une

conversion ou inversement, ce qui arrive dans les pistes ou les virages
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circulaires succedent brusquement aux parties rectilignes. L’influence que

nous venons d’étudier sur les chutes a I’entrée des virages aurait échappé
a la simple analyse du n° 10.

32. Discussion des régimes d’équilibre. — 1.’ équation d’équilibre et la
tendance au dérapage

(E) (B—C)r’sinfcosh + Rz sncosh + pmgzsinf =0 (n°29),
sn2sinl

(D) D— Rsn—&—;n sin ) (no 50)
&

sont de meéme forme que pour le cerceaun (n° 42). Elles conduisent a la
méme discussion :

s et § étant donnés, 1'équation (E) donne pour n deux valeurs de signe
contraire & 05 le cycle converge du c¢dté oiv il penche (cf. n° 12).

Construction du diagramme de la discussion ( fie. 7)., — Pour fixer
o/
les idées, et a titre d’exemple, j’ai construit un graphique avec les don-

nées numériques suivantes (ui m’ont paru répondre a un cas moyen
raisonnable. D'abord, je suppose

B —_— C - {LZ,‘“’,
ce qui est a peu prés exact en général et que jai toujours le droit de faire
atitre de cas particulier. L’écriture de I'équation (E) est par la simplifie;

elle se simplifie encore si I’on fait le changement de variables du n° 42 qui

R
Cesnouvellesinconnues étant encore désignées par les mémes lettres s et 7,

les formules (E) et (D) s’écrivent

. . . . . o
consiste a prendre pour inconnues les rapports des vitesses s et n a \/9-

(E) %122 sinf 4+ sn - mnge =0, Ces formules ne dépendent plus que

_ d’un paramétre numérique i; jelal choisi
D ’ D— 2 o241 6 R
(D) = -—ns— S n s,

R égal a 2,5,
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La méthode employée pour la construction de ce graphique est celle

(que jai exposée au n° 13 pour I'étude du dérapage du cerceau : on se

donne arbitrairement § et n; s est calculé par la premiére équation; sa
valeur, portée dans I'expression de D, réduit cette expression & + tangf,
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I

en sorte que les formules employées sont celles-ci :

. . 1
(E) .9:—[2,517 sm@—{r-’—ltang@},
(D) D = + tangf.

De plus, (E) donne, pour le minimam de s correspondant & une valeur
donnée de 0,

r — o 2
(&) n,=— \/2’5CO50, So= 7 tang@.

Voici la Table des valeurs numériques calculées qui ont servi au tracé

graphique (fig. 7) :

Valeurs de s pour

0. D. ng. S n=o0,1. n=0,3. n=0,5. n=1. n=1,5. n=0,274. n=0,674.
0... o o o o 0 o o 0 o »
10... 0,177 —0,637 0,556 1,81 0,721 0,571 0,612 0,770 0,958 »
11,5 . » —'0,639 0,639 » »n » » » » »
16... 0,287 » » » » » » » » 0,890
20... 0,334 —o0,632 1,110 3,74 1,470 1,135 1,219 1,526 1,892 »
30... 0,598 —o,6y9 1,70 5,90 2,301 1,781 1,828 2,260 2,789 »
fo... 0,839 —o0,723 2,31 - » 3,28t 2,483 2,45 2,975 3,64 »
50. . 1,192 —0,789 3,02 » 4,55 3,344 3,11 3,675 » »

Séparation des valeurs de marche et de pivotement. — 1.’équation de

la courbe de séparation s’obtient (¢/. n°17) en remplacant n par — s
dans I'équation (E); c’est

(N) - tangl

1—2,5sinf

Elle a pour asymptote f§ = arcsin —— = 23°,6 et touche la courbe (&)

)

au point I obtenu en faisant s,= — n, dans les équations (&), savoir
. 1 I ‘
G’Zarcsm; 2,5:11",5, s,=0,639.

On voit, en résumé, que, entre I'axe Oz et la courbe (N), la racine n,
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est une solution de marche, et n, de pivotement. Entre les courbes (N)
et (&), les deux racines donnent le pivotement dans la lunule comprise
entre le point O et le point I; la marche, au deld du point I. Entre la
courbe (&) et axe O.x, il n’y a plus de régime d'équilibre.

Limite de dérapage. — Si le coefficient de frottement est
tang 23°,6 = 0,437, le dérapage arréte la partie utilisable du diagramme
a 'asymptote de la courbe (N).

Vitesse limite. — Le diagramme est limité, en outre, par la limite supé-
rieure de la vitesse qu’on peut, je pense, pour un monocyele, fixer & 20"
a 'heure, soit sR=15",56 par seconde. Si l'on adopte, en outre,
R=o0",50, 0na

S=11,12
et

Telle est, en se rap elant 16 chalwement (18 Variables n® EQ} et 52\) ]21
? te) /9
lonﬂ'ueur dll rayon vecteur c Ui limite le diaﬂmmme, G’est {l cu )1‘é3 lil
e} o) p !

longueur conservée dans: la figure sur I'asymptote a la courbe (IN).

Limite de stabilité. — La stabilité des états d’équilibre est d'une dtude
plus délicate et fait Uobjet du paragraphe suivant. La courbe limite de
stabilité peut ctre pratiquement confondue avec un cercle de rayon

o
s=1 (').

Résumé pratique de la discussion. — En laissant de coté les solutions

de pivotement qui ne sont guere utilisables, on peut dire que la solution 2,

(') Toutefois le cavalier pourra utiliser des équilibres instables et se maintenir & une
vitesse de marche s << 1, surtout si le cycle est grand (n° 18). L’¢l¢vation du cycle rendra les
chutes plus dangereuses, mais moins fréquentes.
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seule convient, et senlement dans la région du plan comprise entre les
rayons polaires 0° et 23°,6 d’une part, et, d’autre part, entre les cercles
de rayons 1 et 2,06.

§ IV. — SrtaBiLITE DU MONOCYCLE.
33. Simplification des équations duw monocycle. — Dans les équations

du mouvement (p,n,s) (n° 24), les terines qui contiennent le coef-
ficient

I :Z m{% (n° 21)

apportent quelque complication ('). Il importe de se rendre compte
de l'importance de ces termes. Or les variables multipliées par 1,
savoir 1/ cosfl, p’ et p*sinf, restent petites, étant nulles dans le cas de ré-
gime; en outre, le coefficient L reste lui-méme petit, notamment devant A,
par exemple. En effet, le cavalier admet le plan moyen de la roue comme
plan de symétrie. Les axes principaux d’inertie, passant par le centre de
gravité, sont alors la normale a ce plan et deux axes rectangulaires dans le
plan delaroue; il est intuitif, d’apres la forme et la position du cavalier,
que ces axes principaux sont voisins de I'horizontale et de la verticale, ces
directions répondant visiblement a un minimum et a un maximum d’inertie.
Ajoutons que la variation de L, due aux mouvements du corps, et qu’on
est bien obligé de négliger, est peut-étre égale & la valeur méme de L.
Pour ces raisons, je supposerai L. =o0. Quoi qu’il en soit, ¢’est un cas
possible qu’il est toujours permis d’étudier comme cas limite. En outre,
comme il s’agit d’an état de régime, je suppose nul le moment résultant 1T
du couple moteur et des résistances. Avec ces simplifications, les équa-

(') On verra, dans I'étude de la bicyclette (n® 76), une méthode générale qui permet de
traiter le cas ou L n’est pas nul.
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tions (p), (n), (s) du n® 24 s’écrivent

(p) Ap' = pRzsncosh + (B — C)n*sinfl cosh + p.gz sinf,
, { (Ceos* - Bsin*0)n'+ p.Rzs"sinf
() | =—2(B—C)pnsinbcos — (B, — 11, R*) pscosh,

($) v.Rzn'sinl + wR*s'= — 2Rz pnrcosl.

34. Condition de stabilité déduite des équations simplifices. — Je

résous les équations par rapporta g/, n', s, et j'obtiens le systéme

Ap = uRzsncosl -+ (B — C)n’sinf cosh + 1 gzsinb,

{ pR[—2(B—C)pnsinicosh )
r L — By R pscosh] — pRzsinl(— 2ulsprcosh] {
(1) "= ~ (Ccos2l 4+ Bsin?0)pR*— p2R252sin?0 ’
( (Ccos?l -+ Bsin2) (—2uRzpn cosh)
J — [ pRzsin0[— 2(B—C) prsind cosh — (B, — py R?) ps cosf] )

(Ccos?l + Bsin20)nR2— 2 R2 52 sin2

Les nouvelles formules rentrent dans la forme générale qui a permis,
pour le cerceau, les transformations desn® 8 et 9 (*). La condition de sta-
bilité sera, comme au n° 9 (p. 12, condition S),

U

/S _Q,
(S) 0<—7

avece

" !

B_ - @— ll, gp/ S/ dpl

P T T

38. Méthode pour discuter la stabilité des régimes d’équilibre. —

(1) Ces transformations sont basées, en effet, sur le seul fait que p/, »', s’ sont des fonc-
tions de p, n, s et 0, de la forme

p' = fonct.(n,s, ),
n'—=p x fonct. (n, s, 0), s'=p < fonct. (n, s, 0).

On voit aussi que la méthode s’appliquerait au cas ou s serait maintenu constant par le
couple moteur du pédalier. Ce cas est traité par une autre méthode au n° 78.
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t)7
D’aprés les équations (1), la condition (S) sera de la forme
(S), an®—+bn—+cs*+d > o,
oua, b, ¢, d sont des fonctions connues de 0. I’équation d’équilibre
(E) (B— C)n*sinf cosh + p.Rzsncosh + mgzsini=o0 (n°29)

est linéaire en s; on en tire une valeur de la forme
(E) s = cn -+ '17
! n

. ’ . a I
qui, portée dans l'inégalité (S),, donne des termes en n*, — et un terme

constant. La condition (S), se présente alors sous la forme d’une inéga-
lité bicarrée en n. Elle peut étre résolue par rapport a n en fonction de 0.
La valeur correspondante de s est connue par la formule (E),. On pourra
notamment dresser une table des états limites de stabilité et figurer sur le
diagramme la courbe correspondante.

Le point le plus intéressant de la discussion est celui de la marche rec-
tiligne; puis, au cas extréme du cerceau, il est naturel d’opposer celui

du monocycle infiniment léger. Un cas moyen terminera I'étude de la
question.

36. Discussion de la stabilité en marche rectiligne. — La marche
rectiligne est caractérisée par le fait que la vitesse de conversion 7 est
nulle.

L’équation d’équilibre (E) (n° 29) donne alors § = o et s quelconque.
Dans ce cas particulier, le calcul de la condition de stabilité (S) (n° 34) se
simplifie beaucoup; en effet,ona, pour n=o0 et 6 =o,

0/
Ad—%:‘u,gz —1,

wp - ' — u,R2
A% z

95 — 9 —;7:
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d’ou I’on déduit, pour la condition (S),

— u, 2
o< — g2+ g,LRz(B'—C“'—h)sz.

Pour reporter cette condition sur le graphique du § 111, je dois faire le
. . . . Rs? s -
changement de variable qui consiste a remplacer o par s (n* 12et 32).

Je supprimerai en outre le facteur p.z. Enfin, je remplacerai B, — 1, R*?
par 1, R* (n® 2), ce qui n'est plus exact ici, puisqu’il s’agit, non plus
d’un cerceau, mais d’'une roue munie de rayons, d’'un moyen et de pé-
dales. Cependant 'erreur ainsi commise n’a aucune importance, puisqu’on
peut changer a volonté les constantes que J’ai choisies pour définiv le gra-
phique et que c’est ici la premiere fois qu'intervient isolément la con-
stante 1.,. La condition de stabilité s’¢écrit alors

) 2 G
<S> > p,,]{?'

Pour un cavalier infiniment léger, C se réduit au moment d’inertie de

pa R2

la roue C, = et I'on retrouve le résultat obtenu pour ie cerceau

1 . . DY . ’ M
> = Pour une roue infiniment légere devant le cavalier, le dénomina-

teur est infiniment petit devant le numérateur; la limite inférieure de s*
croit indéfiniment. Aucune vitesse de marche finie ne peut assurer la stabi
lit¢ de I’équilibre.

Prenons enfin un cas moyen. Soient

(., = 60" la masse du cavalier,
., = 5% celle de la roue,

R = 0",50 lerayon de la roue.
On aura

2 5
w, R =1,95.
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. . u, R2
Quant au coefficient C, il se compose de G, = _‘Q—

- (n° 2) et du mo-

ment d'inertie du cavalier G,. Pour en avoir une idée, je I'assimile & un

cvlindre circulaire dontla circonférence est
oy =1", d’ou r==0",16.

T.e moment d’inertie sera

r .
2o do 2k 2 DA
COZ — r— 4jJ002__: k,‘,;_, \O d@ — ! ,
VAR 72 \ 2
<0 0

et, en remplacant les lettres par leurs valeurs,
) 5

G, = 0,77,
{J.,PLE

== 0,625,
2

C = 1,40, e = 2
On déduit enfin de la, pour la condition de stabilité,
s> 1,00,

37. Réflexions sur lastabilité des appareils rotatifs. — La conclusion
du numéro précédent est que la stabilité diminue indéfiniment avec U im-
portance relative du moment d’inertie de la roue. Ce résultat est évident
a priori; en eflet, ce sont les forces centrifuges composées qui seules
peuvent donner la stabilité; or, dans la marche rectiligne, celles du cava-
lier sont tres faibles, puisqu’il ne possede aucune vitesse de rotation sen-
sible. La stabilitévient donc de la rotation de la roue. On peut en recon-
naitre la cause ainsi ( fig. 8):

La roue G, roulant sur OI, possede une vitesse de translation qui n'in-
tervient pas, et une vitesse de rotation s autour de son centre S. Celle-ci
imprime & 'extrémité postérieure A du diametre horizontal une vitesse
V = sR. Supposons maintenant (u’un défaut d’équilibre imprime au cer-

C. 9
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ceau la rotation § = pdr. La vitesse vecteur AV, tournant de I'angle 0,

passe de la position AV a la position AV’ et il en résulte pour le point A

\AY sR p dt . .
A A Rsp dont la direction est nor-
dt dt

une accélération W =
male au cerceau et dirigée en avant du papier.

[extrémité antérieure B du méme diametre prend une accélération
égale et de sens contraire BW’. 1l en vésulte ce qu’on pourrait appeler un

couple accélérateur dont I'axe est la verticale OK et dont le moment est

o)

IFig.

psR>< 2R =2psR* De la uncouple d'inertie de sens contraire et égal
au précédent multiplié par la masse de I'élément considéré en A. Ce
couple d’inertie tend a donner au cerceau une vitesse de conversion 2 de
gauche a droite autour de OK.. De la ce principe expérimental, déja ren-
contré par les formules (n° 42) :

Le cerceaw converse dic coté oivil penche.

En traitant la nouvelle rotation 72 comme on a traité la premiere p, on voit
quelenouveau couple d’inertie qui enrésulte tend a relever le cerceau. D’ail-
leurs, la premiére accélération de chute p’ est proportionnelle seulement &
I'action de la pesanteur; la seconde accélération W est proportionnelle & s
la troisieme, celle de relevement, sera proportionnelle a s*. Quand s est
suffisamment grand, on comprend que le couple de relevement doive finir
par’emporter sur celui de chute, qui est da a laseule pesanteur. Mais des
que le cerceau se releve, les effets sont changés de sens. On prévoit ainsi
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que les rotations seront alternativement dans un sens et dans 'autre et
I'on concoit (u’elles soient périodiques. I explication que je viens de
donner s’applique a tous les appareils ou un solide de révolution est
animé d’une rotation assez rapide; elle fait comprendre la stabilité de ces
appareils. La premiere partie de 'explication met en évidence le principe
de la boussole gyroscopique qu’on peut vérifier avec une de ces toupies

gyroscopiques qui servent de jouet aux enfants, savoir :

Laxe de révolution tend toujours ¢ venir s appliquer sur l'axe de la
rotation additionnelle qu’ on imprime au systeme.

C’est aussi le secret de ces forces centrifuges composées si paradoxales
par leur direction normale a I'effort qu’on s’attend a fournir pourimprimer
une rotation additionnelle voulue.

38. Rapprochement avec la loi de Laplace; digression sur U élec-
tricité. — 1l est difficile de ne pas reconnaitre une parenté étroite entre
ces forces paradoxales et la force non moins paradoxale de Laplace, rela-
tive aux actions mutuelles des aimants et des courants. De méme que la
force centrifuge composée est donnée en direction et grandeur par l'aire
orientée du parallélogramme construit sur les deux vecteurs rotation et
witesse relative, de méme action de Laplace est donnée par I'aire des
deux vecteurs courant et chammp magnétiquee, au point ou est I'élément de
courant. Mais lequel des deux vecteurs, champ magnétique ou courant,
fautil identifier avec la rotation ? lequel avec la vitesse relative ? La ré-
ponse parait indiquée par ce fait que le point d’application de la force de
Laplace est 1'élément de courant et non pas I’élément magnétique qui pro-
duit le champ. Le courant seul peut jouer le role de la vitesse. D’ailleurs,
les faits de transport tels que galvanoplastie, arrachement par I¢tineelle et
'arc voltaique, expériences de Crookes, semblent montrer qu’il y a effec-
tivement une vitesse dans la direction du courant, tandis que rien de
semblable n’est constaté dans le champ magnétique. 1l ne semble pas tres

hasardeux de conclure que le courant est une vitesse et le champ magné-
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tique un tourbillon. Tous les faits confirment cette hypothese : les dé-
couvertes d’Ampere relatives aux champs magnétiques produits par les
courants fermés, d’abord; puis le sens du tourbillon se trouve alors défini
par celui du courant fermé dont le plan passe par le point considéré et
(qui est capable de fournir le champ magnétique donné en ce point. Ces
assimilations faites, le sens de la force centrifuge composée qui agirait sur
I'élément de courant est déterminé. Or on constate (ue ¢’est précisément
le sens défini par la regle d”Ampere.

Voici un fait encore plus frappant. Les lois des courants induits se cal-
culent, on le sait, par le principe de la conservation de Iénergie. S’agit-il
des courants induits par un aimant sur un circuit, la théorie de Helmmholtz
ne présente aucune difficulté. Mais s'il s’agit de 'induction d’un courant
sur lui-méme ou sur un autre courant, les physiciens connaissent deux
méthodes non seulement différentes, mais opposées. La premiere consiste
a regarder comme énergie potentielle 'intégrale changée de signe du tra-
vail élémentaire des forces d’Ampere agissant entre_les ¢léments des cou-
rants ; ¢’est la plus répandue dans enseignement. La deuxieme est moins
connue; elle est due a Maxwell et consiste aregarder au contraire la méme
énergie comme une énergic cinétique et a la traiter par la méthode de La-
grange pour en déduire les forces d’inertie.

La premiére méthode consiste donc a regarder les forces qui agissent
entre les courants comme des forces statiques ou forces effectivement
appliquées; la deuxieme méthode, au contraire, traite ces forces comme des
forces d’inertie. Or, la premiére méthode conduit & un résultat faux que
les Traités dissimulent par une faute de signe. Il faut y regarder de pres
pour voir la faute, mais elle est certaine et je I'ai vérifiée de plusieurs fa-
cons. Au contraire, la méthode de Maxwell conduit au signe convenable.
Il est bien clair, d’ailleurs, que les deux méthodes doivent conduire a des
résultats de signes contraires, puisque, la somme del’énergie cinétique et
de I’énergie potentielle demeurant constantes, les variations de ces deux
énergies sont de signes contraires.

Ajoutons que, pour le cas particulier de la self-induction, la méthode de
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. , . R , . - . | .
Maxwell traite comme énergie cinétique 1’énergie de self-induction - L%
or la formule méme de I'établissement du courant et les expériences ne
N , ) A N .

permettent pas le doute a cet egard | energie > Li% a tous les caracteres
de I'énergie cinétique. Elle joue toujours le role de volant, jamais celui de
ressort bandeé. Je citerai notamment le réle du condensateur ajouté par
Fizeau a la bobine de Ruhmkor{f' pour rendre plus nette la rupture du
circuit primaire. Il recoit a I’état potentiel I’énergie cinétique du courant.
C’est un ressort qu’on accroche au volant pour I'arrcter.

Il me faut limiter la cette dieression, quelque intéressant qu’en soit I'ob-
te) 7
jet, pour revenir a la stabilité du monocycle.

39. Discussion de la stabilité d’ un monocycle infiniment léger. —
I’hypothese nouvelle simplifie un peu les deux dernieres eéquations (1)
(n® 34), par la disparition des termes en pscosfl, parce que le coefficient
B, — 1., R* est alors nul. En posant

B—C—uhr=E ("),

j’obtiens
Aﬁ = —wRAsnsind - (h* = E)n*(cos® — sin®6) -+ g/ cosh
([G — e 2% ), T} - ) . ) el ’
dp' . ) ‘ /1 o ﬁgEnsichosUA
AT = R/ scosh 4+ 2(ph? + E) nsin cosl, T T C o Esineh
h
—o—Cncost
dap' ‘ s TR
A—(E——}— }LR/L}ZCObe, ;———C‘:mm“

On déduit de la, pour la condition de stabilité,

O Esintt wR % sn sinf
L Cuh?+ E[(nh*+E) sm(; (:(_Ih;:iglligs-(i)— C(cos?l — sin20)] N ‘U‘g/& cosh > o.

(5)

gC—}—E(x -+ cos2f)

() La cote du cavalier désignée jusqu’ici par 5 (n° 21) est désormais désignée par /.



64 E. CARVALLO.

Cette condition se simplifie beaucoup si l'on tient compte de la relation
numérique quia été supposée au n° 32

B—C=uh

pour la construction du graph‘ique. Il en résulte en effet que K est nul et
la condition de stabilité devient

(S) R A snsind + wh*n® — mghcosh > o;
elle peut s’écrire, en faisant le changement de variable (n* 42 et 52) qui
N /’ﬁ~ R
consiste a remplacer $ V —etn — par s et n,
g g

. h
(S)) snsinl - }L{n'~—0056> 0.

Telle est ia formule simplifiée a laquelle j’ai appliqué la méthode du
n® 33. On trouve

1

> i
2
— cos30
R
o . h o ey —_— Iy ..
En faisant T = 2,0, ] obtenu la Table numérique que voici pour la

valeur limite de n et la valeur correspondante de s tirée de I"équation

d’équilibre (E) (n° 29) :

0. 00, 10°. 20°. 3o°. foe. 30°.
Raeo..oo.. 0,03 0,65 0,69 0,78 0,04 1,50
Sevieninn 0,00 0,55 1,12 1,72 2,41 3,68

o

Si I'on compare ces nombres a ceux du n® 3%, on voit que la courbe
limite de stabilité qu'on peut construire avec ces nombres suit de tres pres
la courbe (£). Done, pratiquement, on peut dire que la condition de sta-
bilité consiste a prendre dans I'équation d’équilibre (E) (n° 29), la ra-
cine n,, qui est la plus petite dans I'ordre algébrique, c’est-a-dire la plus
grande en valeur absolue. Ainsi, ¢’est seulement en tournant que le cavalier
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d’un cycle léger peut acquérir la stabilité. Or le monocycliste qui s’est
montré au Nouveau Cirque en 1895-1896 possedait une roue de faible
inertie, et il évoluait justement sur une plate-forme de petite surface (*). La
cause doiten étre cherchée, je pense, dans le résultat que je viens de signaler.

J'ai supposé B— C = p/?, Cest-a-dire B = o, a cause de la grande
simplification que cette hypothese apporte dans I'inégalité (S); mais il
ne faut pas dissimuler que, si elle est tres acceptable au n° 32, ot il ne
s’agit que d’avoir une valeur numérique approchée du coefficient B — C
de I’équation (E), elle ne I'est plus au méme titre dans I'inégalité (8).
En effet, les termes en w/.* se sont ici deétruits, et dans le coefficient

du terme en sn.sinf, par exemple, on doit considérer la fraction
C + E(1 4 cos®f . N
al ( I ). Dans cette fraction, E figure, non plus a coté du
C -+ E sinz6

terme 1.A*, mais & coté de C, qui est beaucoup plus petit. Loin d’étre né-
gligeable, E est ordinairement plus grand que C. Il conviendrait done de
remplacer E, non par zéro, mais par une évaluation plus vraisemblable,
la valeur zéro répondant & un cavalier démesurément gros et court.
Mais la complication des calculs est alors si rebutante et augmente si peu
I'intérét du sujet que j’ai crudevoir me limiter au cas E = o, qui, somme
toute, peut tonjours étre envisagé en théorie.

A0. Condition de stabilité dans un cas intermédiaire entre le cerceaun
et le monocycle infiniment léger. — Pour ce cas, les raisons (ue je viens
de donner prennent plus de force encore : il faudrait, pour faire un caleul
numérique exact, plus de temps et de patience que n’en mérite le sujet.
Si la fagon dont j’ai fait le caleul ne répond pas a la réalité, elle suffit du
moins pour donner le renseignement grossier que j’ai utilisé a la fin du
n° 32, sous le titre Limite de stabilité. 11 faut remarquer, d’ailleurs, que la
stabilité en marche rectiligne a ¢té étudi¢e au n® 36 sans invoquer les sim-

plifications ici introduites : ¢’est le cas le plus important, et le résultat

(') Un carré d’environ 4™ de coté.
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trouvé est indépendant des hypotheses de simplification. Au fond, quoi-
qu’elles simplifient extraordinairement les calculs, ces hypotheses ne mo-

difient guere les résultats au point de vue pratique. Ainsi je supposerai

/ nd i '2 - 1 0 \
B= G- ph?, ‘]‘i = 2,0, »‘J‘(I;v_—_l (¢fs n°36), B,=oa2u,R*(n"A4).

Enfin, je négligerai les termes provenant de la roue devant ceux qui pro-
viennent du cavalier, de facon que, dans les équations, les lettres sans
indices A, B, C, ... seront remplacées par leurs valeurs relatives au cava-
lier et non pas par les sommes des termes empruntés aux formules (2) et
(3) (n* 23 et 24) qu'elles représentent correctement d’apres les conven-
tions faites au n°® 24.

Avec ces simplifications, reportons-nous aux équations (1) du n® 34.
Pour avoir la condition de stabilit¢, nous aurons a refaire sur ces équations
le caleul du n® 39, avee la simplification E==DB — C — w./* = o, mais

aussi avec la complication ui vient de la présence, dans n ets’, duterme

(B, — v, R?) ps cosl actuellement maintenu. Les formules deviennent

Ap' . o0/ .
A .'}%: — R AsnsinO—+w.h*n* (cos* §—sin*0) 4. g/l cosh,

dp' Y . n!
A= wRbhs cosl - 2l nsinfl cosl, - = — scosl,

dp’ s/ o h ho .
A = . R hin cos — == S = 5SS
A R hncos, ; Rncos@—fe[{s’sm@cose.

On déduit de 1a pour la condition de stabilité
w i n® = (R Asin® + wh?sinlcos® ) sn -+ wRAs® cos*0 — n.ghcosh > o.

3 . . . o . ’
Je divise les deux membres par R/ et je remplace f—{ par I'unité, ce

qui revient a faire le changement de variables expliqué aux n™ 12 et 32.
LLa condition de stabilité s’écrit en définitive

(S) %/1,2 —+- (1 —+ gcos“’6> snsind 4 s*cos*0 — cosh > o.
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A1. Construction de la courbe de stabilité dans le cas intermédiaire. —
Les états d’équilibre stable sont définis par le systeme des deux conditions
d’équilibre et de stabilite

(E) }%n? sinfl + sn + tangf = o (n® 52),
h h . 9 2 )
(S) Eng—{—<1+Ecos20>msm94—s cos*f — cosfl >0 (n® 40).

Conformément & la méthode du n® 33, je porte dans (S) la valeur de s
tirée de ’équation (E). Il vient, tous calculs faits,

(S) S = %003267'4" — (c—ol_s—() — %sinﬂe c056> n® -+ sin*f — o.

~ Examinons d’abord entre quelles limites doit varier § pour que ce tri-
nome en n? ait ses racines réelles. L.a condition de réalité est

1 ho ooy 2 h .,
- h— 2 2
[COSG 7 Sin 60056} >/ ysin 0 cos?0.
Le crochet du premier membre est toujours positif dans I’hypothese
7 h hd . 7
adoptée E:2,5. On peut alors extraire la racine carrée des deux

membres de I'inégalité, ce qui donne

I h ., . h .
—— i 6 cosl — \/Esmge > o.

En calculant le premier membre en fonction de 4, j’ai obtenu la Table
sulvante :

0. 0e. 10°. 20e. 30°. 40°. 50°. 60°. 700.
1*membre. 4-1,000 40,403 —0,225 —0,7957 —1,054 —0,874 —0,308 1,149

C. 10
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J'ai porté en abscisses les valeurs de 0 et en ordonnées celles du pre-
mier membre; j’ai obtenu la courbe ( fig. 9) :

Fig. g.

| | S
Q° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°

Elle coupe I'axe des abscisses aux deux points
=16°,0 et 0 =169°7.

Entre ces deux valeurs de 0, le trinome S(7*) a ses racines imaginaives;
il est toujours positif et la condition de stabilité (S) est satisfaite.
A 6> 62°,7 répond une branche de la courbe limite de stabilité; mais
cette branche n’a pas d’intéreét, parce que ces grandes inclinaisons ne sont
jamais atteintes. Considérons enfin le troisieme cas § < 16°,0. Le tri-
nome S(n*) admet alors deux racines positives «* et 6*. Il faudra, pour sa-
tisfaire a la condition de stabilité, prendre »* extérieur a 'intervalle (a*, b%),
¢’est-a-dire n extérieur a U'intervalle (— «, — 6) (). A chacune des valeurs
limites — @ et — b, prise pour n, 'équation (E) fait correspondre une
valeur de s. Ainsi, a chaque valeur de § comprise entre 0° et 16°,0 cor-
respondent deux points qui représentent des états limites d’équilibres
stables (s,, n=—a) et (s,, n=—0b). Pour satisfaire a la condition de
stabilité, il faudra prendre des points extérieurs a la courbe dessinée par
les points limites (courbe S dont la Sig. 7, p- b2, porte seulement la

branche correspondante a § < 16°,0).

Pour 6 = o, il convient de se reporter aux conditions (E) et (S).

(') Car n est forcément négatif d’aprés Péquation (E) (¢f. n° 12).
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Elles donnent
._ R
s=o, ’Z>ﬁ et n=o, s >1.

Des points limites <5 =o0,n= \/ﬁ) et (n=o0,s=1) partent deux

branches de courbe qui viennentse raccorder sur le rayon vecteur § = 16°,0
au point

R 1 Lo .
2 n = — g =z .
n? == /Ltange, s nmnge " sinf ;
soit, avec les nombres adoptés,
0 =16°0, n=—o0,425, §=0,97.

A Torigine, la courbe est tangente au rayon vecteur § = o; pour avoir la
tangente au point (6 = o, s =1), il suffit de faire § infiniment petit. On
voit que la différence entre s et 1 est du second ordre; il en résulte que la
courbe part normalement au rayon vecteur b =o.

Pour achever de déterminer la courbe (5), on peut chercher son contact
avec la courbe (E). Celle-ci est définie par les formules (E) dun® 32 :

R 9
(E) ’l:'—‘/m7 s:—;tang@.

En portant ces valeurs dans I’équation (S), on a une équation ¢ui donne

les valeurs de 6 répondant a la question. On trouve la solution unique
0 =063°5.

Elle correspond a la branche de courbe qui a été laissée de coté. Ainsi, la
branche qui nous intéresse ne touche pas la courbe (k). L’ensemble de
ces renseignements suffit pour tracer la courbe (S) comme on I'a fait sur
I'épure.



70 . CARVALLO. — THEORIE DU MOUVEMENT DU MONOCYCLE, ETC.

La conclusion pratique est que, pour assurer la stabilité, il faut prendre

. , . . P“R . .
une vitesse de marche supérieure a e (=1 dans notre apphcatlon
A

numérique, et avec le changement d’unités adopté).

CONCLUSION. — PRINCIPE D'UN MONOCYCLE STABLE.

A2. Le plus grave inconvénient du monocycle est I'instabilité autour
de T'axe de la roue; pour le corriger, il suffit de placer au-dessous
de cet axe le centre de gravité du cavalier. 1l faut pour cela augmenter
beaucoup son rayon. En méme temps il augmente de poids, mais aussi il
gagne de la stabilité dans le sens de I'angle de chute 6. Si I'on n'est pas
préoccupé par le poids ou les dimensions encombrantes du cycle, on ne
doit pas hésiter a prendre une grande roue. Ce systeme présente quelques
difficultés pour un cavalier unique, car il faudrait le placer dans le plan de
la jante et la roue devrait alors présenter un grand évidement capable de
recevoir le cavalier. La chose n’est pas impossible, mais elle est encore
assez malaisée. Le systeme parait plus avantageux s’il s’agit de deux cava-
liers : on pourra les disposer de part et d’autre de la roue. Imaginez (ue
chacun des deux cavaliers soit installé sur un cadre de bicyclette muni
de son pédalier. Réunissez les deux cadres par 'axe de la roue et rap-
pelez le mouvement de chaque pédalier sur le moyeu de la roue. Pourvu
que la roue ait un rayon supérieur a la cote du centre de gravité d’un
cavalier sur une bicyclette (soit environ 1™,10), vous aurez réalisé un
monocycle stable. (Quant aux autres monocycles, ils ne sont guere utili-
sables que par des équilibristes de profession.
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DEUXIEME PARTIE.

THEORIE DE LA BICYCLETTE.

CHAPITRE PREMIER.

GEOMETRIE DE LA BICYCLETTE.

§ I. — IntroDUCTION. EQUATIONS DU PROBLEME.

A3. Description sommaire de la bicyclette (fig. g bis). — La bicyclette

Fig. 9 bis.

se compose d’organes reliés par un chassis nommé cadre et dont la forme
est généralement celle-ci :

Un trapéze AA'D'D, la petite base AA’ en avant; la grande base DD’ sert

d’appui aun triangle DD'S qui prolonge le cadre vers l'arriere; les
C. 11
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c6tés DS et D'S sont formés chacun de deux tiges entre lesquelles tourne
la roue d’arriére.

LLes organes liés au cadre sont ceux-ci :

AA’estuntube quiconduit’axe de rotation AG du guidon GG’; au sortir
du tube AA’, I'axe du guidon est prolongé, an-dessous du point A, par
une fourche AG qui, vers le bas, est courbée en avant. A son extrémité C,
la fourche porte la roue d’avant ou roue mobile, qui tourne librement
entre les deux branches de la fourche AG. Comme le montre la figure, le
prolongement de I'axe du guidon AG traverse le rayon vertical CM. On
verra plus loin I'importance de cette condition. La grande base DD’ porte
en haut la selle D’; a4 son extrémité inférieure D, le cadre est traversé nor-
malement par I'axe du pédalier. Le pédalier se compose d’un systeme de
deux manivelles solidaires DP et DP’ sur lesquelles le cavalier agit par
les pédales P et P'. Ausysteme des manivelles est invariablement liée une
roue dentée concentrique R quisert a transmettre le mouvement a la roue
d’arriere.

L’extrémité postérieure S du cadre porte I'axe de la roue d’arriere ou
roue fixe. Cet axe est muni d'un pignon qui le met en relation avec la
roue dentée du pédalier par l'intermédiaire de la chaine.

Tandis qu’en agissant sur le guidon GG, on peut faire tourner I'axe de
la roue d’avant autour de AA’, celuide la roue d’arriére est invariablement
fixé, normal au cadre. De plus, la roue d’avant peut tourner librement
autour de son axe Cj; la roue d’arriere, au contraire, est liée au pédalier
par la chaine. Ces différences justifient les noms de roue fixe et roue mobile

donnés aux roues d’arriere et d’avant. On les appelle aussi roue motrice
el roue directrice.

AA. Choix des axes, des données et des inconnues. — Je conserverai,
pour la roue d’arriere S, les notations et conventions du cerceau (n° 1),

notamment la définition des deux triedres fondamentaux OIJK et Olj%.
J’adopterai en outre les notations suivantes :
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G Vecteur unité dirigé vers le haut et ayant pour direction I'axe du
guidon,

H  Normale au guidon, vers 'avant, dans le plan du cadre,

H, Nouvelle position, dans le plan de la roue mobile ,et apres rotation du
guidon, de la droite qui coincidait avec H.

Tels sont les nouveaux reperes de direction.

Constantes spécifiques. — Outre le rayon R des roues que je suppose
égales, ’aurai aenvisager les constantes que voici, prises dans la position
normale de la bicyclette :

SC  ==[ Distance des centres des roues ou de leurs contacts sur le sol,
SA =« Distance de S a I'axe AG du guidon,

AB =05 DProjection de SCsurl’axe AG du guidon,

BC = ¢ Distance ducentre Cde laroue d’avant & 'axe AG du guidon,

ASC = o, Inclinaison de SA sur Ol ou du guidon sur la verticale.

Ces constantes ne sont pas toutes indépendantes, mais sont liées par
les relations

(a) a-+c=lcosa, (d’ou a=—c—+lcosa,),

(b) b= lsing,.
Les constantes spécifiques de la machine (') seront en définitive
R, c,0,.

Paramétres de position. — Nous aurons a envisager d’abord deux va-
riables indépendantes, savoir

(') Au point de vue géométrique, bien entendu.
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6 Inclinaison du cadre sur la verticale (comptée comme pour le cer-
ceau, n’ 1),

v Angle de position du guidon, autour de I'axe AG (').

Nous aurons en outre & considérer deux nouveaux angles, fonctions des
deux précédents et qui demandent quelque attention, ce sont

¢ Inclinaison de SA sur Ol ou de AG sur la ligne de pente du cadre.
u. Parametre de position du point de contact M de la roue d’avant avec le
sol. C'est 'angle de CM avec le prolongement de GA.

Quand on tournele guidonde v, le point M se déplace surlaroue mobile ;
u. varie, et il en résulte une petite variation de . Si, par exemple, le cadre
restant vertical, on tourne le guidon d’un angle droit, GA devient la ligne
de plus grande pente de la roue mobile. Le rayon de contact GM est alors
parallele & GA, v est nul. Mais alors, le rayon de contact étant incliné
au lieu (’étre demeuré vertical, le point G s’est abaissé et il en est résulté

une petite diminution de I'angle o. Pour la mettre en évidence, je poserai
GC=0G,+ G,.

Quand 6 et ysontdonnés, ¢ et 1. en résultent; avant d’aborder la partie
mécanique, nous devons étudier les fonctions g et 1.

A5. Méthode pour déterminer les fonctions o et .. — On repere le
point M par rapport aux axes choisis, an moyen de 'égalité vecto-
rielle

OM = OS - SA +—~ AB+ BC + CM.

Tous les vecteurs du second membre s’expriment en fonction des con-
stantes spécifiques de la bicyclette, des variables indépendantes § et v,
et des fonctions inconnues o et . Pour exprimer que M est le point de
contact de la roue d’avant avec le sol, j"éeris : 1° que la cote du point M

est nulle; 2° que le point M est le point le plus bas de la circonférence

(1) Compté positivement de droite & gauche, comme toutes nos rotations.
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de la roue mobile. Ces deux conditions s’écrivent, dans la notation de
Grassmann ('),

(1) K|OM = o,
{OM
(2) K|S =

\

Ce sont les deux équations du probleme. Elles détermineront o et 1.
quand on aura explicité les expressions de tous les vecteurs en fonc-
tion des constantes spécifiques et des parametres de position 0, v, o, .

A6. Calcul des vecteurs di n® 43. — Les formules sont intuitives sur
la fig. 9 bis.
OS =Rk
SA = aH
AB =— G OM =Rk +alH—(b+Rcosp)G
BC =cH, + (¢ — Rsinw)H,.
CM = — R(H, sinw. 4+ Geosuw.)

AT. Caleul des directions remarquables en fonction des paramétres et
du triedrelJK. — Les formules sont encore intuitives sur la figure, savoir

Jj = J cosh - K sinf,
+R | & =

— Jsin0 -+ K cos?,

+a | H =Tcosg + ksing =1coss — Jsinfsinc
+ K cosfsing,
(—Recos.—b) | G = — [sing -+ kcosc = — I[sing — Jsinf cosa

~+ K cosf cosa,
(—Rsing.+¢) | H,=Hcosy +siny = Icosgcosy
~+ J(cosOsiny —sinfcosysing)

~+ K (sinfsiny—+-cosficosysina).

(') Dans cette notation, A |B désigne le produit des deux vecteurs A et B par le cosinus
dé Teur angle.
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A8. Equations définitives du probléme. — Pour déduire des formules
des n* 45, 46, A7 I'expression de OM, je multiplie les quatre derniéres
formules respectivement par + R, —+a, — 0 — Rsinw, ¢ — Rsiny, et

J'ajoute. Pour avoir K|OM, je dois retenir seulement dans la somme le

coefficient de K. J obtiens ainsi la premiére équation du probleme n° 43

0 =K |OM =R cosl + acoslsing — bcosl cosa
(1) —+ ¢(sinfsiny + cosf cos sing)

—Risin . (sinflsiny—+cosfcosysine)—R cosp.cosl cose.

—

La deuxieme équation s’obtient en dérivant celle-ci par rapporta . :

0 = — R cosy(sinfsiny + cosl cosy sine) 4 Rsinp.cosl cosa,

d’ou I'on tire, pour déterminer w, la formule

) tangf sin'y
(2) tang p. == tang o cosy - — —— -
A9. Transformation de Uéquation (1) du probleme. — Pour étudier

influence de l'inclinaison du cadre, il y a intérét a4 ordonner I'équa-
tion (1) par rapport a 6; il vient ainsi

0 = (a + ccosY)sing — bcoss + R[1— cosysingsinp — cosacos i |
~+ tangfsiny (¢ — Rsinw).

Si, de plus, on remplace a et & par leurs valeurs (@) et () (n° 44), les
deux premiers termes deviennent

[ (cosa,sing — cosasing, ) -+ c¢(cosy -—1)sina.

Le multiplicateur de [estle sinusde 'angle ¢ — ¢, ou ,; de plus, 1 —cosy

Ay , LY o e S N
peut étre remplacé par asin®- . En définitive, I'équation (1) peut étre
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écrite sous la forme

2

(1)

\ o =Isino, — acsin* Lsino
' +R(1—cosacosp.—sinasiny. cosy) +tangf siny (¢ —Rsinw).

Les équations (1) et (2) déterminent ¢ et 1 en fonction de § et 7.

Nous examinerons d’abord le cas simple ou le cadre demeure vertical
(h=o0).
§ II. — Cas ou LE caDpRrE EsT VERTICAL (§ =0).

30. Simplification et interprétation géométrique des formules.— Si
I'on fait 6 = o, les formules trouvées aux n* 48 et 49 pour déterminer &
et 1 se simplifient et deviennent

(1) O:ZSinG,—-QCSiHQ—ESinG—O—R(l——COSO‘COSSL—-—SiHO‘Sin{LCOS]’ ,

(2) tang 1. = tanga cosY.

La deuxieme exprime que M est le point le plus bas de la roue C
(fig. 10). Il suffit donc, pour la retrouver, de considérer que CM est la
ligne de plus grande pente de la roue, c’est-a-dire la projection de la
verticale CK’ sur son plan. Il en résulte que le triangle sphérique G'K'M,
dont les sommets sont les traces sur la sphere des trois directions, — G
— K et GM, est rectangle en M. Or, si 'on connait, dans ce triangle,

/\\/ ~/ /
=7, G'K'= a,
on peut caleuler G'M = . par la formule
’ ! (T /
cosG'= cotang 'K’ cotang ( - — G'M ),
d’ou I'on tire, en remplacant les éléments par leurs valeurs,

tang . = tangc cOosY.
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La méme fig. 10 conduit a une interprétation géométrique du coeffi-

cient de R dans I'équation (1). On a, en effet, dans le triangle G'’K'M,

cosK'M = cosG'K’ cosG'M + sinG’'K’sinG'M cos G’

= COST COS |1 -~ SING SiN L cosy.

On reconnait ainsi que le coefficient de R est 1 — cosK'M.
La formule (1) s’écrit alors

o= R + [sino, — ¢(1— cosY)sinc — RcosK'M,

et, sous cette forme, le second membre montre intvitivement la projec-
tion du chemin OSCM sur la verticale. Les formules (1) et (2) se trou-
vent ainsi vérifiées par une méthode plus géométrique que celle du § 1.

Il'y a quelque avantage a introduire dans le calcul 'angle auxiliaire que

nous venons de rencontrer K'M == — CM,OK = . Les trois incon-

nues ¢, (. et T sont alors définies par les trois équations

(1) tang L = tanga cosY,
(2) o:R(x—-—cos*r)—{—Zsincl—2csin?;sinc,

(3) sINT = sing siny.
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S1. Méthode approchée pour la résolution numérique des équations
en 6, 1, T.— Comme j’ai posé ¢ = g,+ ¢,,je pose T="1,+T,, T, étant
la valeur que prend 7 quand ¢ est remplacé par o, dans I'équation (3)
(n® 80). Puis je néglige le second ordre des accroissements o, et T,.
Alors T sera donné, non plus par I'équation (3), mais par le systeme des
deux formules qu’on en déduit, savoir :

(3) sinT, = sing, siny, T, COST, = G, COSG, Sin .

Je remplace de méme ¢ et T par g, + g, et T, + 7, dans I'équation (2),
et je développe par rapport a T, et o,; enfin je remplace T, par sa va-
leur (3. 1l vient, a la méme approximation du premier ordre,

0 =19Rsin*>* — ac¢sin® Lsing,

(2) ) ’

-+ 0, (RtangT,sing siny + /[ — 2¢sin® g cosa, ).

La marche du calcul sera alors celle-ci :

v étant donné arbitrairement, on calcule 7, par la formule (3); on
porte la valeur tronvée dans (2) et 'on en tire a,. Deés lors, on connait o

et la formule (1) fait connaitre (.. Ajoutons qu’il est avantageux de cal-
culer [ par le méme artifice, en posant

=+, (avectangy,=tango cosy).

82. Application numérique. — Dans une bicyclette d’'un modele
ancien, on a pour les constantes spécifiques les valeurs que voici :

R. i c.

oy

o™, 38 1™, 10 o™, 08 25°
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On en a déduit, par la méthode du n® 51, les résultats snivants :

i
v s, U, [T . en minutes.
o o o 0
o — 0 20,0 — 0,0 25,0 — 0
. = a2 a2 v
20 o) 29,7 1 23,0 )
o y .
40 19 19,7 3 19,4 16
S 2 . 2
6o 31 13,2 3 12,0 19
3 - 4
8o 19 4,7 o 07 2
9o 5 0,0 0 0,0 0

Ils sont représentés par ces courbes (fig. 11):

Fig. 1.

Y

20

3

©

2

o 10’
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2 e
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<

On voit que l'influence de @, sur 1. est faible, montant an maximum a
un peu plus de 0°,3; on apercoit, en outre, vers 60°, un maximum de
— @, qui correspond a la position la plus abaissée du cadre. Il importe
de la déterminer exactement.

83. Position la plus basse du cadre (fig. 12). — L’axe AG du
guidon coupe la circonférence de Ja roue mobile, vers le bas, au point E

ul demeure toujours au-dessus du sol. L’axe et par suite le cadre seront
p
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le plus bas possible quand le point E sera sur le sol, ¢’est-a-dire quand le

point M sera au point E de la roue. On aura alors, d’apres la figure,

c

p=G'E =arcsin =12°1.

Connaissant p. par cette formule ('), on tirera v de I’équation (1)

(n° 80), ou I'on doit remplacer ¢ par sa valeur minimum qu’il suffit d’em-
prunter a la premiere courbe du n® 52,

J— o o a0 X
= 25°— 0°,5 == 24°,5.
On trouve ainsi

Si, négligeant o,, on avait remplacé ¢ par g,, on aurait obtenu
v =62°,2. L’erreur, comme on voit, eut été assez faible pour la ques-
tion pratique peu précise qul nous cccupe.

BA. Lieu des contacts de la roue mobile avec le sol. — Tounjours dans
la méme hypothese ou le cadre reste fixé dans la position verticale, su-
bissant seulement les rotations &, je cherche le lieu des points de contact

(') Elle peut aussi étre obtenue au moyen des équalions (1), (2), (3) (n° 30), en

. .. .. do
écrivant la condition de minimum — = o.

dy
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de la roue mobile avec le sol. Je prends pour axes Ol et OJ; les coor-
données du point M sont

w=1|OM,  y=1J|OM.

Ces valeurs se calculent au moyen des formules des n” 46 et A7 en y

faisant O = o. La valeur de y est la plus simple
y=— (Rsinyg.—c¢)siny,

et peut étre obtenue directement sur la figure.
Pour x, on trouve

& = acosg + (b —+ Rcosp.)sing + (¢ — Rsinw.)cosgcosy,

expression qu’on peut écrire, en remplacant « et b par leurs valeurs
(n® 44),

e
x=1cosa, — ccosa(1— cosy) —+ Rcos(CM,E)l) (¢fin®49);

sous cette forme, elle peut étre écrite immédiatement par la Géométrie.
Passons au calcul numérique des coordonnées « ety. D'abord y se cal-
cule immédiatement, car, vy étant donné, . est connu (n*81et 52). Poura,

Fig. 13,

2 décim 5
Echelle de 1 par métre. 2007

le caleul est aussi simple en théorie, car o et 1 sont connus en fonction
de v; mais le caleal numérique est plus pénible et I'on peat varier les
procédés de simplification. Quoi qu’il en soit, on peat négliger le second
ordre de g, ; le premier terme de I'expression de x se réduit ainsi a /, et
il reste a calculer seulement 'exces de & sur /, savoir :

SN
@ — [=Rcos{CM,01) — ccosa(1 -— cosy).
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La position du point M se trouve ainsi rapportée a celle du point M,
prise pour origine. J'ai obtenu les résultats que voici (fig. 13).

Y z— L ¥y

0 C c
[} -+ 0,0 -+ 0,0
20 1,2 “+ 2,5
/IO /|75 -+ 370
60 877 -+ 074
8o 9,5 — 4,8
9o 8,8 — 8,0

58. Autre méthode pour établir les résultats de ce paragraphe. —
En traitant &, comme un infiniment petit, la Géométrie infinitésimale
permet de retrouver la valeur de o, [équation (2), n° 81| et générale-
ment toutes les formules approchées relatives a ce paragraphe. J'ai appli-
qué cette méthode & titre de vérification de mes formules; je ne reporte
pas ici les démonstrations qui alourdiraient I'exposition déja un peu
longue.

§ HI. — Cas ou LE capre N'est Pas veErTical (0 =£0).

836. Calcul de 1. et 5. —— Les équations du probleme, trouvées aux
n” 48 et 49, sont

{ ~ .
| 0o =/Ising, — acsin® Lsing
(1) >
( +R(1—cosgcosy—singsin . cosy)+tanghsiny (¢ — Rsin ),
) tane u — tane . tangf sinvy
(2) ang . = tangs cosy —- — ——-

Dailleurs le cadre a encore la position la plus basse quand c’est le
point E qui touche le sol (n® 83); la valeur maximum de — o, est alors
la méme +-0°,5 que si le cadre était vertical, celui-ci n’ayant fait que
tourner de l'angle § autour de la trace OE de lu bicyclette. Si I'on néglige

la variation g, de I'angle o, on a immédiatement w. par la formule (2), ou
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I’on remplace ¢ par &,. Voici une Table a double entrée des valeurs de p.

ainsl calculées :
YValeurs de 0.

——— e~ ——

0Oe. 10e. 20°. 30°. 40°. 50°.

. o .v() ~’() UU .,0 ‘U >U
e -+295,0 29,0 —+29,0 29,0 ~+29,0 —+29,0
= v 2 2 ) 2 ‘
) 20.... +23,7 20,6 17,3 +13,3 4+ 8,3 4 1,3
U
) 4o... 419,60 #1310 45,6 4+ 3,0 —13,4 —20,0
Sl Sone 13,0 -+ 3,5 — 7,0 —17,4

Veut-on une valeur plus exacte de 1. pour un systeme de valeurs don-
nées de 9 et 72 On prendra la premiere valeur approchée de 1. dans la
Table; on la portera dans I'équation (1) apres avoir remplacé ¢ par
o, o, et tenu compte seulement des termes du premier ordre. I.’équa-
tion (1) donne alors une valeur de @, qui est déja bonne puisque, . cor-
respondant au point le plus bas de la roue, une variation infiniment petite
de 1. donne pour g une variation du second ordre. Il ne reste qu’a porter
la correction g, dans I’équation (2) pour avoir une valeur de 1. tressatis-
faisante.

Avant de laisser ce Chapitre, nous allons caleuler quelques grandeurs,
ui nous seront utiles par la suite.

87. Fonctions accessoires o. et 3. — Soient ( fig.

14) OElL la trace ho-
rizontale du cadre;

Ny

O, 1, celle de la roue directrice;
0,C,J, la projection du rayon de contact O,C; nous aurons a envi-
sager les deux angles :
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o, angle de O, 1, avec OI;

(, angle de laroue avec la verticale.

Ces angles sont comptés positivement dans le sens de la chute a gauche
et de la rotation & gauche ('). Pour les calculer en fonction de 6, v, 5, je
vais identifier deux expressions de la normale unité CN a la roue d’avant.

. . ™ oy . ’
Le vecteur CN fait avec la verticale 'angle = — (51l est projeté sur le sol

suivant un vecteur G, N, confondu, en direction, avec C,0,. Il a done
pour expression

(1) CN =TI cosfsino — J cosf cosa + Ksinf.

D’autre part, CN étant normal aux vecteurs G et H , situés dans le
plan de la roue mobile (n° 44), on a dans la notation de Grassmann

(n°1)
CN=|H,G,

ou, en remplacant H, et G par leurs expressions du n° A7,

CN= [lcosgcosy+J(coslisiny —sinficosysing) - K (sinfsiny + cosfcosysing)]

< (—Ising — Jsinfl coss + K cosf cosa).

On doit développer ce produit suivant la regle de la multiplication
algébrique, en respectant 'ordre des facteurs vectoriels, puis remplacer
|JK, | KI et | 1J respectivement par 1, J et K.

On obtient en définitive

(2) | CN =1l cosasiny — J(cosl cosy —+ sinfisiny sina)
)

—+ K (— sinfl cosy + cosfisiny sina).

Il ne reste u’a identifier les expressions (1) et (2) du vecteur GN pour

(1) La gauche est, naturellement, celle du cavalier.
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avoir les formules cherchées, savoir

cosfd sinw = cososiny,
cosfeosa= cosl cosy + sinf sinysing,
sinfl = — sinf cosy + coslsinysing.

Ces trois formules définissent o et 2. Elles ne sont pas indépendantes.
On vérifie que la somme des carrés des trois premiers membres et aussi
celle des trois seconds membres sont égales a I’unité.

58. Axes liés & la roue directrice. — Comme pour la roue d’arriere,

nous aurons a considérer pour la roue d’avant les axes :

{

,, tangente & la trajectoire de la roue d’avant dans le sens du mouve-
ment ;

J,, normale & la trajectoire, sur la gauche du cavalier;

J.= — N, axe de la roue, sur la gauche du cavalier;

k,, ligne de pente de la roue, vers le haut.

I’angle  du n® 87 correspond, au signe pres, a 'angle 0 défini aun°1;
pour cette raison, on remplacera 3 par — 6, quand il y aura intérét i

faire ressortir une analogie entre les deux roues.

Les expressions des vecteurs I, J,, /., &, sont

I,= -‘lcosa + Jsina,

J,=— Isine 4+ Jcosa,

J,= J,cosl, + Ksin0,
o — ¢ =—1 sinacosl, 4+ J cosacosl, + Ksinf,
, k,=-—1J,sinf, +K cos0,

=+ Isinasinf, — J cosa sinf, 4+ K cosf,.

88 bis. — Changement de notation. — Les lettres o, ¢,, 6, ont été

employées, dans le Chapitre I, pour désigner les angles relatifs a I'ineli-
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naison du cadre dans son plan. La rédaction du Chapitre terminée, je me
suis apercu que la symétrie des notations exigeait les mémes lettres ¢ et g,
pour désigner les parameétres de roulement des roues. Ila fallu me rési-
gner & demander au lecteur de vouloir bien faire le changement de nota-
tion qui consiste a remplacer les lettres o, g,, ¢, du Chapitre I par les
lettres 4, 7,, n, lesquelles seront désormais affectées aux angles de posi-
tion du cadre dans son plan. De méme, au Chapitre I'V, je désignerai par o

angle qui est désigné par . au Chapitre I, parce que la lettre . sera em-
ployée pour désigner une masse.

CHAPITRE II.

PROPRIETES CINEMATIQUES ET STATIQUES.

§ I. — CINEMATIQUE DE LA BICYCLETTE.

59. Degré de liberté de la bicyclette. Variables indépendantes. —
Nous avons vu (n® 44) que la position de la bicyclette par rapport au plan
horizontal est définie par les angles 6 et ¥ dont dépendent les angles =,
et . Si donc on fixe au sol le point de contact de la roue d’arriere, on e
pourra donner a la bicyclette que deux déplacements indépendants &9
et 8y. Si maintenant on rend la liberté au point de contact, un troisieme
déplacement devient possible, c’est le roulement de la roue motrice dont
je désigne I'angle par o et qui entraine toute la bicyclette. Ainsi le degré

de liberté est ¢rois et les trois déplacements virtuels indépendants sont 30,
6y et do.

60. — Déplacements fonctions des trois déplacements fondamentau.
— Les autres déplacements que nous aurons a envisager sont

¢a,, rotation de roulement de la roue divectrice autour de son axe C;
¢v, angle de conversion du cadre, autour de OK ;

¢n, angle de relevement du cadre dans son plan, autour de 5;.
C.
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Ils sont fonctions des trois premiers. En effet, si par la pensée on sup-

primela partie du sol surlaquelle repose la roue directrice, on peut donner
a la bicyclette arbitrairement les six déplacements

6c, o, v, &y, 6y, oo,

Le déplacement d’'un point quelconque de la roue d’avant en résulte,
en particulier le déplacement du point de contact M avec le sol. Pour ex-
primer (ue la roue directrice roule, on doit écrire (ue la vitesse du point M
est nulle. Cela donne trois conditions qui permettent de calculer trois des
deplacements élémentaires en fonction des trois autres.

61. Méthode analytique. — Pour calculer le déplacement M du point
de la roue directrice qui touche actuellement le sol, on a

(1) M == 30 + 3(M — O).

Or le déplacement du point O sur le sol se réduit a la vitesse de roule-

ment Rdo dirigée suivantla trace du cadre OI; il a pour expression
(2) 00 =1IR gs.
On calcule ¢(M — O) par les formules du n° 46. Les directions 4, H,

G, H, y sont variables; le parametre angulaire du point M de la roue
est d’abord .; il augmente de ¢o,. Done

3 | 8(M—O)=R2k—+ acH—(b+ Recosy.) oG
SO ~+ (¢ — Rsin) 3H, 4+ (G Rsinp. — H, R cos 11) 3, .

Il reste a remplacer ok, 6H, &G et 3H, par les valeurs qu’on déduit des
formules du n° 47. Pour cela, je remarque d’abord que I'on a

5]’:+J6v, BJ':—-IBv, fnﬁ:o,
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et j’en déduis

+R
-+ a

~— (b 4 Rcos.)

(4)
(¢ — Rsinw)

¢k = (— Jcosh — Ksinf) b 4 Isinf ov
cH = (— Jcoslsinr, — Ksinfsiny)cf

~+ (J cosn —+ 1 sinfl sinv) dv

—+ (— Isinn — I'sinfl cos + K cosf cosw) o7,
6G = (— Jcosl cosry — K sinl cosn) 26

~+ (— Tsing + I'sinfcosn) ov

—+ (— T cosn + Jsinfsing — K cosf sinn) o
¢H,=[— J(sinfsiny —+ coslcosysinn)

a
~+ K (cosl siny — sinf cos y sin)| o6
~+ [T cos cosy — I (cosh siny — sinf cosy siny) | ov
~+ (— I'sin7 cosy — Jsinfl cosy cosy
~+ K cosf cosy cosn) o
~+[— [cos7 siny -+ J(cosf cosy —+sinfsinysin)

—+ K (sinf cosy — cosfsinysiny]ay.

En egalant a zéro les coeflicients de I, J, K dans 'expression de ¢M, on
aurait trois équations capables de donner les trois inconnues o1, ov, ¢g,,
mais on évitera les éliminations en projetant le déplacement cM sur trois
axes convenablement choisis pour chacune des inconnues. Ainsi, pour

calculer &m, on projette sur la verticale K. Les déplacements ¢, ov et oo,

n’imprimant au point M aucune composante verticale, disparaitront de
I'équation. Celle-ci fournira donc on en fonction de ol et oy. Il suffit d’an-
nuler le coefficient de K dans I'expression de 6M; il vient

6M = [— Rsinf — asiny sinf + (b + Rcos ) sinfl cos,

~+ (¢ — Rsinw) (cosh siny — sinfl cosy sinv ) | 50
+[acosf cosn + (b + Recosp.) coshsing,

+ (¢ — Rsinp) cosf cosy cosy | &

+ (¢ — Rsinp.) (sin f cosy — cosf sinysinn) oy

~+[R sin . cos i cost, — R cos p. (sinf siny + cosf cosy sinv )| oo,



90 . CARVALLO.

Comme il était prévu, le coefficient de 8, est nul parla deuxieme des
conditions qui définissent le point de contact [éq. (2),n° 48]. L’équation
donne alors &7, mais sous une forme compliquée qu'il importe de réduire.

Le coefficient de 80 est le coefficient de J dans I'expression qu’on peut
déduire pour OM des formules des n™ 46 et A7 ; c’est y. Dans le coefficient
de B'r,, on reconnait que cosfl est en facteur d’une expression qui n’est autre
que la valeur du coefficient de I dans I'expression du vecteur OM, c’est-
a-dire x. Enfin le coefficient de 6y est le produit de (Rsinp — ¢) par la
valeur trouvée au n° 57 pour sin2.

Ainsi I’équation trouvée pour déterminer o, peut s’écrire d'une fagon
plus condensée

(6n) 80 4 xeosh 6 + (Rsinp — ¢)sinfS 8y = o.

On trouverait d'une facon analogue les deux aatres équations da pro-
bleme.

62. Mcthode géométrique. — On peut trouver les meémes formules
par la Géométrie, d'une facon plus simple.
Soient en effet ( fig. 15):

Fig. 15.

Ol la trace du cadre,

M le point de contact de la roue directrice,
Om=ux, — mM =y ses coordonnées,
MI, la tangente a la roue directrice en M.

Evaluons les déplacements imprimés au point M par les six rotations
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ce sont :

oM . .
: 8¢ = IR &, car, lorsque la roue motrice roule de ¢g, la bicyclette
da /

avance de R 6o suivant la tangente OI 4 la roue motrice;

M - ~ ~ . > .

%’— 0 = — KmMadl =+ Ky ¢, car la rotation &0 se fait autour de OI,
et de droite a gauche; elle imprime au point M une vitesse ver-
ticale dirigée vers le bas;

oM

5 8y = (Ju —Iy) oy, car la rotation ov se fait autour de OK; elle im-

prime au point M une vitesse horizontale, perpendiculaire au

bras de Jevier OM de la rotation;
()L\/l BN

P NN / i B 3 PV a1 ﬁ S e v ate
5 O = l — o (M —S) ("), carlarotation o7 se fait autour de S/ ; mais
elle est comptée positivement de gauche a droite; le bras de
levier de la rotation est SM;
oM ~

5 07 = N(Rsinp. — ¢) 0y, car la rotation 8y se fait autour de I'axe du
1

guidon BG; la vitesse du point M est dirigée suivant la normale N

alaroue; bras de levier (Rsing. —¢) (n® 83, fig. 12);

oM 5 . . 5 .
— 00, =—1,Rég,, car lorsque la rone divectrice tourne de &5,, M recoit
3, 5

un déplacement R 3¢, dirigé suivant la tangente et dans le sens
arriere. (G'est ce déplacement en arriere qui compense le mou-

vement en avant du point C et permet au point M d'avoir une
vitesse nulle).

Le déplacement 6M est la somme géométrique des six déplacements
qu'on vient de trouver; on aura les trois équations du mouvement en
écrivant que cette somme est nulle.

63. Calcul de &r. — On égale & zéro la projection de 6M sur la direc-
tion K. Or, d’aprés le numéro précédent, les déplacements 67, 6v, o5, ne
donnent aucune composante suivant K et I'équation se réduit a

7o — | Kj(M—8)](") én+KIN(") (Rsinw—¢) oy =o,

(*) Notation de Grassmann (n° 1 et 6); [A.B.C] représente le parallélépipéde dont les
trois arétes sont A, B, C.
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Pour calculer le coefficient de 67, nous avons successivement

— [ K/ (M —8)] = — [KJ cosO(Ix 4 Jy — kR)|
= — [KJI]zcosh = + xcos.

. ) ERNS . =
Quant & K|N, c’est le cosinus de angle KN, qui n’est autre que ~ — L

(¢/. n° 58). On retrouve bien ainsi I’équation du n° 61, savoir

s

(&4) ¥ 20 - wcosh &n + (Rsinp — ¢) sinB oy = o.

64. Calcul dedv. — On éliminera ¢c, en projetant oM sur la direc-

tion N,, projection horizontale de la normale N & la roue,
N,=1Isino — Jcoso.

Les projections des six déplacements du n® 62 sont respectivement

pour So.......... Rsino oo
N 7
vl Z€ro
N . ~
» oG (—ysino. — x cosa) 6y
D BT —[N,j(M—8)]dr,
S S (Rsiny — ¢) cosf oy
» 6o Zéro

B . N N e .
Seul le coefficient de o7 reste a expliciter. Pour cela, on a successivement

— [N, j(M—S8)| = —+ [ /(Isine. — Jcosa) (1o + Iy — AR)]

= [J(U(y sina. - @ cosa) -+ (J coso — Isinr/,)/fll)]
=sinf (ysine + xcose.) + Rsina (').

(') On a en effet intuitivement

Fig. 15

[jU]=sin0, [yJk]l=0, —[jIk]=—+[Lik]=1+1 (fig. 139).
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)
9
En résumé, nous avons pour déterminer v I’équation
N . ~ . ~
(ov) o=Rsinawos— (xcosa -+ ysinaw)ov
~+ [sinf(ysino+xcosa )+ Rsinoc] o+ R(sinp.— ¢)cosf 6.

=4 v D N . . 4 A i . .
65. Calcul de 6o,.— 1l convient ici de projeter 6M sur la direction de
la tangente I, = I cosa + Jsina..

Les six déplacements donnent respectivement

00 i Rcosa. oo

~N 7

o .. zéro

~ . N

OV i .. (@sino — ycosw) oy
Oh vt —[1j(M—S8)]|ar

O o zéro

O e — R g,

Comme au n° 64, on calcule le coefficient de 61 et I'on trouve
— [I,j(M —8S)| =sinf(ycoso — xsina) - Rcosa.

On peut observer (que ce coefficient de o et celut du n°® 64 s’inter-
pretent en considérant le déplacement du point M comme résultant de
deux autres, celui que subirait le point O lié au cadre (R ¢n dirigé sui-
vant 1) et celui que subirait le point M dans la rotation &7 transportée du
point S au point O.

‘Y7 . . d ™ 14 . ’
L’équation qui donne o5, est, en résumé,

(66,) Reosato + (wsina —ycosa) 6y
~+ [sinf(y cosa — xsine) + Rcosa|8n — Réo, = o.

66. Résumé des résultats. Relations entre les witesses. — Nous

4 . 7 N N N N N N .
avons trouvé entre les six déplacements o, dfl, oy, 6o, ov, on les trois
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relations
(¢n)  yol+acoshén + (Rsinp — ¢)sinfd oy =o,
(¢v) Rsinads — (xcosa—+ysina) oy
(8) ~+ [sin0 (ysina-+xcosa) +Rsina | o1+ (Rsin . — ¢ jeos 28y = o,
N N . NN
(66,) Recosato + (xsino — ycosa) oy
+ [sinf(y cosa — xsina) + R cosa | dn — R g, =o.
Pour avoir les relations correspondantes entre les vitesses, il suffit de
remplacer les déplacements virtuels
™ ™N ™ ~N ™ ~N
oo, o, oy, do,, ov, o
par les vitesses correspondantes
~/ ! ot
S, P Vo G N, T
On a ainsi, pour définir ¢, n et v en fonction des trois autres rotations,
les trois formules
(') yp+acoshn' + (Rsinu —¢)sinfy = o,
(n)  Rsinos — (xcoso +ysina)n
+ [sinf (ysino.+xcosa) + Rsina|n'+ (Rsing. —c¢)cosffy'=o,
(¢)) Rscoso—+ (xsino—ycosw)n
. . , ,
+ [sinf(y coso. — xsina) + Rcosa|n'— Rda =o.
Des équations () on tire les formules
' d, —y dv _ — y[sinf(zcosa + ysina) + Rsina]
\ dy T xzcost’ dy @ cosli(z cosa + y sina) ¢
1)/ . : : . .
< ) dn (Rsinu—c¢)sinf  dv Rsinp—¢ . sinfi(x cosa 4y sinx) + Rsina
an ; —=——t__—|cosfi —sinf ;
dvy z cosf dy 0. COSZ — J sind i x cosf

dont on fera usage plus loin.
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De leur ¢dté, les relations entre les vitesses donnent, dans le cas parti-
culier d’un état de régime o =p =7vy'=1/,

S/l . R sina
T xcosa-ysina . ,
(2) P (():/7:‘"::{])
’ X
cC =)
o3 Z coso —-y sima

Ces derniéres formules se vérifient aisément par la Géométrie.

66 bis. Les trois rotations principales de laroue directrice. — Avec les
axes principaux I,, j,, &, introduits au n® 38, nous aurons a considérer les
trois rotations principales p,, ¢,, r,, puis les vitesses de conversion et de

marche de la roue directrice n, et s, (') qui leur sont liées par les formules
dun®2,

\ q,=$,+ n,sinf,

(0,=— 8, ¢/-n°38).

== n, cosf,

Ces rotations de la roue directrice sont déterminées en fonction des
vitesses définies aux n® 39 et 60 par I’égalité vectorielle

(2) Lpo+js+Kn=1Ip+Kn—jui+Gy+j0.

On pourrait étre tenté de barrer les deux termes j, s, et j, o, qui, au pre-
mier abord, peuvent sembler se détruire comme identiques. Cependant,
il y a une distinction a faire entre la vitesse de ronlement sur le sol s, et la
vitesse de roulement sur les billes o,. Ces deux vitesses difféerent par la
vitesse de la fourche dans son plan qui est ..

[/ équation vectorielle () est équivalente a trois équations numériques
qu’on obtient en projetant respectivement sur I, J, et K.

(1) Une distinction doit étre établie entre o, vitesse de roulement sur les billes, et s,,
vitesse de roulement sur le sol; elles ne sont pas rigoureusement égales.

C. 14
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Projection sur 1, :
po=pUIL —471,+vG|I;
les coeflicients de projection sont d’ailleurs les suivants : d’abord
IT, = cosc.
D'autre part, dans le triangle sphérique jJI,, rectangle en J, on a

J| 1, = cosjI, = cosjJ cosJI, = coslsina (fig. 15°).

Fig. 150, Fig. 15¢
G N
J
]
J Z-a 1, 0, 1,

N =
Enfin I'angle GI, a pour valeur ¢+ ~, de sorte que 'on a (fig. 15°)

™ .
GlI, :COS<{L—+— ;> = —sin..
En résumé, p, est donné par la formule
(3) p,= pcoso — 1 coslsinw — v sin .

Les projections sur J, et K conduisent a des calculs tout a fait analogues
et I'on obtient, pour déterminer p,, s,, n,, le systeme des trois équations

p,=pcose. — 1 coshsino — ' sin .,
(I) (s, cos80, =— psina. — 7' cosl cosa. — ¥ coswsinf, + o cosb,,

s,sinf, 4+ n,=n— 1" sinf 4+ v cosh, cos . + & sinf,.
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A I'état de régime, ces formules se réduisent aux formules évidentes

])i =0,
s, =0 =——" (éq. 2, n" 66)
(IT) t 7T T zeosa - ysina \¢q- 2 72
Rsina o
N, =N = ——— (¢bid.).
2 COSo. -y sina
§ II. — APPLICATION DES FORMULES A L’ETUDE DE L'EQUILIBRE AU REPOS.
67. Position d’équilibre du guidon, pour un angle donné 9. — La

bicyelette partant de la position normale, inclinons le cadre de §, en lais-
sant libres le guidon et la roue d’avant. Celle-ci, qui est au départ dans
une position d’équilibre instable, va tourner autour du guidon et prendre
une position d’équilibre stable. Si I'on néglige le poids de la roue direc-
trice devant celle du cadre, ce qui est suffisamment exact quand la bicy-
clette est chargée d'un cavalier, la position d’équilibre est celle qui donne
au cadre la position la plus basse dans son plan (n° 83).

Sil’on tient compte de la roue directrice, on doit remarquer u’a par-
tir de la position définie au n® 33, une augmentation de 'angle de guidon
1 tend a abaisser Iégérement laroue directrice (ensupposant le cadre fixe);
mais ce mouvement remonte le cadre dans son plan, de sorte qu'il s’éta-
blira bientot une compensation et la position d’équilibre est voisine de
celle du n° 83, sinon confondue avec elle. Je ne m'attarderai pas a recher-
cher une solution rigoureuse qui n’a pas d’intérét pour la suite.

68. Paradoxe de la fixation de la bicyclette. — Par les formules du
n® 66, on peut calculer trois des déplacements & en fonction linéaire des
trois autres, et il en résulte que, si trois d’entre eux sont nuls, les trois
autres sont aussi nuls. Cependant il y a une exception qui, si elle n’est pas
constatée, conduit & un paradoxe. Supposons, en effet, que le cavalier
serre le frein, fixe le guidon dans un azimut y et maintienne le pédalier

invariable par rapport au cadre. Trois des déplacements o sont ainsi
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annulés; on est tenté d’en conclure que tous les & sont nuls. La bicyclette
serait alors fixée dans une position invariable. Ainsi le cavalier se main-
tiendrait au repos, non seulement en équilibre, mais avec I'impossibilité
cinématicue de tomber. Ces conséquences entraineraient une grande sécu-
rité pour le cavalier; elles sont malheureusement inexactes, comme on va
VOIr.

Si la roue motrice roule sur le sol de oo, et que le cadre s’éleve de ¢,
la roue aroulé sur ses billes, ¢’ est-a-dire par rapport au cadre de 06 - 01,
Maintenir le pédalier fixe, c¢’estannuler la rotation 8¢ + dv. Le cavalier
annule en outre les déplacements &y et 8o, par le guidon et le frein. Je
dois donc faire, dans les équations () (n°® 66),

o7

N N N
0 =—2071, Q‘}/:OG’:O.

Les équations (&) deviennent
80 4 xcoshon =o,

N

— (xcosa 4y sina) 8y -+ sinf(xcosa +y sina) 6n = o,

. N . . ~
(x sino. — ycosa) oy — sinfl (¢ sinow — y cosa ) 61 = o.

Les deux derniéres équations sont identiques a un facteur pres, et le
systéme se réduit aux deux équations

¥y 60 + xcoshdn = o,

Y - ~N
—0v + sinl on =o.

7 . A . N . . .
Elles définissent 8v et 2v en fonction de ¢l qui demeure arbitraire.
Ainsi la chute est libre, contrairement aux premieres apparences du
calcul et conformément a I'expérience. Ce résultat nous conduit d étudier

I'équilibre au repos, auquel on voit s’exercer quelques cyclistes.

69. Lquilibre dela bicyclette au repos. — Je suppose, comme au nu-
méro précédent, le frein serré, le pédalier arrété, le guidon maintenu fixe.
Toute position de la bicyclette qui place le centre de gravité G sur la ligne
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d’appui OM est une position d’équilibre. Peut-on en trouver une qui
soit stable?

Le probléme, ainsi posé dans toute sa généralité, conduit a des caleuls
compliqués, pour une question ou la réponse est négative, comme je vais
en donner la certitude, s’il est permis d’employer cette expression quand
on ne fournit pas la preuve mathématique basée sur une analyse com-
plete.

Quand la bicyclette est droite, dans sa position normale de la fig. g bis,
I’équilibre est essentiellement instable, puisque 'abaissement du centre de
gravité di a la rotation autour de OM ne peut recevoir aucune compen-
sation. Un relevement de la bicyclette ne peat venir que du déplacement
du point de contact de la roue directrice; on est ainsi conduit a étudier
le cas simple ou le cadre est le plus bas possible (v =61°,6), (n° 83),
le cadre étant vertical et le centre de gravité dans le plan du cadre. Cette
position est d’équilibre; nous allons voir qu’elle est instable.

Fixez le guidon dans I'azimut actuel (y = 61°,6); puis, autour de S,
relevez le cadre d’un angle égal a son abaissement actuel — 7, de facon
a le ramener dans sa position normale 7,. Dans cette position fictive de la
bicyclette, soient G son centre de gravité; x, z les coordonnées de G
par rapport I'horizontale et a la verticalede S. La cote du point G, dans
une position quelconque, définie par les parametres 6 et 7, , est

(1) 7= (R ~+ asinn, + zcosmn,)cosh ().
d7. d*7
Je dois étudier les deux premieres dérivées totales — 7 ZG’ » la quantité

0, =1 — 1, étant une fonction de 6 définie au n° 56.

Ona d’abord, en désignant par 7' la dérivée de 7 par rapport a 9,

0
(2) G+()q
&7, 27 02 o7
2 2, =
(3) @ = o T 2 g g 0 gy

(1) Tlest essentiel de distinguer les coordonnées X, Z relatives a une position quelconque 6
de la bicyclette des coordonnées x, z relatives a la position initiale 6 = o.
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puis on déduit de la formule (1)
07, . .
55 == sinfl (R + asinv, + zcosw, ),
07, .
o = cosf(x cosn, — z sinw,),
. 027, A »
(4) 55 = — cos(R +asinv, +-zcosw, ),
L “ -
Grof = — sin (xcosn, — z sinv, ),
l)QZ _ . ‘e ol .
e cosl (— asinn, — zcosy,).

Maintenant 7" et 1" sont définis par le systéme d’équations (n° 56)

5) g [sin, — a2c sian sing + R (1 — cos cosy. — siny sin . cosy
( 2 -

~+ tangf siny (¢ — Rsinp) = o,

. tangOsinY
6 tang . == tangv cosy —_—t
(6) B 8 COST = — o
En dérivant I'équation (5), j obtiens
. L4 . . -
[Zcosuq1 — 9¢sin? ; cos —+ R(sinv cosp. — coswsin . cos'y)J'r,’
1 . . —_
wlp_ = 0.
-+ 005205111(@ Rsinw) )

-+ R [ cos % sinp. — sin cos . cosy — tang siny cos . | v 5

Le coefficient de 1. est nul en vertu de I'équation (6). Celui de " est
OM (46 et 47); je le désigne par %; la derniere équation donne % et
s écrit

(7) a'++ — (¢ — Rsinp) = o.

1
cos20
Je la dérive une deuxieme fois pour avoir " ; il vient
1

d———

2
(8) et 4= 0 - %{i—eu——ﬁsin{p)——wmw—

cos2h VT 0
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Dans cette derniére formule, il reste & remplacer 1’ par sa valeur tirée

de la formule (6), savoir :

, ' .
* ; d tangn siny
= cCosY - ——"——-
<9> cos? . Y dy 1 cos2f cosn

Dans les formules précédentes, je dois remplacer les lettres par les va-
leurs qu’elles prennent dans le cas particulier qui nous occupe.

Or . est défini par la condition
Rsinp.—c=o (n°® 53).

La formule (7) donne alors

et la formule (8) devient, en remplacant (' par sa valeur (g) et cosf

par 1,
cos? u sin
2’ = R cosy, 2 ENT
' cos |

En résumé, dans les formules (2), (3), (4), on doit faire

R cos®usin
0:6:’0/, 'ﬂ”: -———-——H Y,
Iy cos™

ce qui donne

R cos?usin Y

—7Z + (xcosn, — z‘sin'q‘)T

d, 27
[ =9 a0

cos7

Or x cosv, — zsint, est la coordonnée actuelle X du centre de gravité.

La derniere formule s’écrit donc

dﬂ% — T XPE cos3p.sin~‘/.
d? A cos

Dans la pratique, la cote 7 du centre de gravité est toujours supérieure
a R; 'abscisse X est toujours inférieure a8 OM = . Donc le second terme
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de %ﬁé est toujours inférieur au premier. La dérivée seconde f(%{i est ainsi
tonjours négative. Il en résulte que la cote Z diminue et que la position
d’équilibre est instable. Le cavalier diminue I'instabilité en se baissant
et se portant en avant ('). Le résultat est trop net dans le sens de I'in-
stabilité pour permettre de trouver un équilibre stable en dehors du cas
© ue nous avons examing.

La certitude, comme je 'avais annoncé, est ainsi accuise sur.un cas par-

ticulier relativement simple.

NECESSITE DE NOUVELLES METHODES POUR L ETUDE DYNAMIQUE

DE LA BICYCLETTE.

70. 1l reste a étudier le mouvement de la bicyclette et la stabilite de ce
mouvement.

On peut mettre le probleme en équations par les méthodes que jai
suivies pour le cerceau et le monocycle. La complication des écritures
devient cependant considérable. On doit songer aux équations de La-
grange, qui simplifient généralement cette recherche ; elles nesont malheu-
reusement pas applicables sans modification.

Quant a l'artifice qui a permis d’¢tudier la stabilité des premiers appa-
reils, il échoue dans le cas de la bicyclette.

11 convient done, avant d’aborder le probleme si compliqué de la bicy-
clette, d’étudier d’abord les méthodes (ui peuvent vaincre les difficultés.
Jappliquerai ces méthodes au cerceau et au monocycle.

On aura ainsi une vérification (et méme un complément) des résultats

obtenus précédemment, puis un controle des nouvelles méthodes.

(1) Ilest évident qu’il changerait 'instabilité en stabilité s'il pouvait se transporter au
point M lui-méme, puisque le point M ne peut que monter.
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CHAPITRE I1I.

NOUVELLES METHODES.

§ I. — ADAPTATION DE LA METHODE DE [LAGRANGE A LA MISE

EN F:QUATIONS DES PROBLEMES DU MONOCYCLE ET DU CERCEAU.

1 J , ¥ 2} J J , / ) s Y
71. Les équations de Lagrange ne sont pas a])/)lzrcabl(,s auxr para

metres choisis. — On peut assimiler & des coordonnées les trois para-
metres
6, angle de chute dont la vitesse est = p.

v, angle de conversion dontla vitesse est v = n,

s, angle de roulement dont la vitesse est ¢’ =s.

Cependant, il faat bien remarcquer qu’ils ne forment pas un systeme de
coordonnées proprement dit. Et, en effet, quand on donne les para-
metres §, v et g, cela ne suffit pas pour définir la position actuelle du sys-
teme (cercean ou monocycle). llfaut, en outre, donner la loi des variations
corrélatives de o et v pour bien préciser la position du point de contact O
avec le sol. Pour cette raison, il serait incorrect d’appliquer aux para-
metres 0, v, o les équations de Lagrange. On peut vérifier qu’elles con-

duisent & un résultat inexact; ainsi, pour le cerceau, par exemple, la
double force vive est

2T =Ap*+Bg*+Cr*=Ap*+ B(s + nsin)* 4+ Gn®cos® 0,

et les équations de Lagrange s’ écrivent, incorrectement,
0’1‘>’_ 0T Rsind: ory\  oT oT\ T
W _0—6-_-“5 smbo, W ——»(;__0, 0—5, _E_

Ces formules conduisent a trois équations dont la premiere coincide avec

C. 15
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le n° 7; mais les deux dernieres sont incompatibles avec celles du n° 7.
On peut voir ou est la faute, et remplacer les formules de Lagrange,
inexactes dans notre cas, par des formules correctes. Il nous suffira de
reproduire la transformation de Fagrange.

72. Modification des équations de Lagrange. — Pour le déplacement

virtuel 80 = 1, le travail des forces d’inertie est donné par I'expression

06 710M
(1) -m_zm.\i 57

A . i . \ oM
ou M est un pont que]conque, de masse m, appartenant au systeme

oh’
son déplacement virtuel pour ¢0 = 1 et M” son accélération.
La transformation de Lagrange a pour but de calculer cette expression
en fonction des vitesses : on évite ainsi les dilficultés relatives au calcul
des accélérations. On peut écrire
aM\’
et

oM oMY
() W\ = (:w‘ > |

Pl

Or la vitesse du point M est

‘ oM oM oM
W 9Mg  OM M,
W= 9 v /o Jds T

. . 7 !/ ~ . . 7 .
d’out I'on tire, en considérant M" comme une fonction linéaire de 0/, v/, o',

oM/ M oM/ JM oM oM
o0 T o o T oy s T 05

La premicre d s trois formul N le ¢ oM oM”
Wit} I)l emiere de ces trois formules l)(,f'lnet ae len]l)lacl' WY pal‘ 307 aans le

premier terme du second membre de I'équation (2). Ce premier terme

devient (M'

M\’ IM/2\/ .
%W) = 1) C()T) et la formule (2) devient

/
oM\’
(%)

M oMY L
7@:;(“0@/>‘“M

l\1//
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o . : JM
En portant cette expression de M” >F dans laformule (1), on a

o 08 [0 RN wlfOMY ory ol (OMY
(3) O—E:BU—,GZ mM’ >| -——Em?\] l((){f) :(507) — Eml\l K&J .

Cette transformation s’applique de méme aux parametres v et o,
. N . . ) . N oM/
Une deuxieme transformation de Lagrange consiste a remplacer (T)—e—)
i /

aM’ . ' ‘ o [ B
o dans le deuxi¢me terme de I'expression (3), qui s’cerit alors

08 (oT\  IT
o T\ ) T o

Cette deuxieme transformation, vraie ici pour le parametre §, serait fausse
pour les parametres v et o.

par

On a, en effet,
M=0-+ (M —0)=0 + fonet. (v, 0).

Or le point O dépend de la succession des valeurs de v et ¢, mais nulle-
ment de 0; il donnera un résultat nul dans les deux dérivées

oM/ .o
00 ¢ b

Seuls resteront les termes qui proviennent du vecteur M— O =fonet. (v, §).
On sait qu'une propriété d'une telle fonction est qu’on peut intervertir
les dérivées par rapport au temps ¢ et a langle 6; on a done bien

(om oW
00 ) T o

La relation analogue serait fausse pour les variables v et ¢, a cause de la
présence du point O qui est fonction, non pas seulement des valeurs
de v et o a I'époque ¢, mais de la succession de leurs valeurs antérieures.

En résumé, ilfaut, dans notre cas, remplacer les équations de Lagrange
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par celles-c1 :

(’L:)'_ O — ugRsin, (6)

%,)l — Z mM’\ <%\—}>/: o, (v)
<%>/—— 277ﬂ\1"<%>/: 0. (o)

73. Application aw cerceaw des équations de Lagrange modifiées. —
J’a1 d’abord

2T = Ap* 4+ B(s 4+ nsin0)* 4+ Cn’ cos*f

et ’en déduis

JoT JaT
74 N . . < R .
% :(75: Bsinl (s +-nsinf) 4+ Greos*§ =Bssinf + n(Cceos*d 4 Bsin*6),
oT oT .
= d_S:B(s ~+ nsinf),
puis

<0—1,>/: Bs'sinf 4+ (Ccos®0 + B sinz@)nf
~+ Bpscosh + 2(B— C)pnsinb cosh,
<£>, = Bs'+ B#/sin + Bpn cos 0.

J5'
Tels sont les termes de la premiere colonne des équations ( 5’\) Pour le

second terme de la premiere équation (), j’ai

oT

-5 = B(s -+ nsin)ncosh — Gn?®sinfl cosh

= Bsnecosh - (B — C)n*sinf cosh,
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de sorte que la premiére des équations (L) donne bien, comme aun’7,
(0) Ap'—Bsncoslh — (B —C)n?sinfcosh = v gRsind. (0

Le calcul du second terme est un peu plus difficile pour les deux autres

équations. On asuccessivement, pour I'équation (v),

(57) =K —0),
(5 ) =K =0,

W (%) =—[WKO],

d’ou l'on déduit enfin

— 2 mM’

< M [2 mM’KO'] .

Zzn’x\’[’ =S =R =uR(—/p + Insin) (n®3),
O’'=1Rs,

Or on a

et par suite

~Z mM

Il ne reste qu’a ajouter cette quantité a la deuxieme des expressions (1)

(()\[> - {J¢R2l)5 []"[{1] —_ — ‘U_.RQP,S‘ COSe.

pour avoir le premier membre de I'équation (v), savoir
(v)  Bs'sinf 4 (Ccos* + Bsin®6)
+ (B — R*)pscoslh + 2 (B — C)pnsinf cosh = o.
Plus compliqué encore est le calcul du second terme de la troisieme

équation (o). On a successivement

oM .
S =lio—0),  (

M/

Y =1/ (M= 0) +|j W — |0,

()1\1/ NN h NI Y A J . /!
<05> = [ W) (M—0)] 4 | MM |+ [M;0'].
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Le second terme de cette formule est visiblement nul, puisque c¢’est un
parallélépipede dont denx arétes sont confondues. La formule peut alors
s’écrire, en remplacant, dans le premier terme, ;" par sa valeur pk—1Ir

(n°3) et sommant pour tous les points M du cerceau

Zlni“/‘<%>/: /)ln[]i(I\I—-—O) M’J
— )’Z m[ﬂ (M —O) M']
-+ Em | MO

On vérifie simplement que le dernier terme est nul. Quant an coefficient
de p, ¢’est le moment de la quantité de mouvement par rapport a l'axe £ :

¢'est Gr. De meéme le coefficient de — r est Ap. Ainsi 'on a

— E mM

En ajoutant ce résultat a celui des formules (1), on a pour I'équation (o),

FOM\/ )
(7)?) — (A — C)p/'.

Bs + Br'sinf + Bpncosld + (A — C)pr = o,

ce qu’on pent écrive, en remplacant » par sa valeur 2cosf (n°2)

Q

(o) Bs'+ B#'sinf 4+ (B4 A —C)pncosh =o.

1 équation (o) reproduit la deuxieme des trois équations du n® 7;

I'équation (v) est la combinaison qu’on obtient en multipliant la deuxieme

var sinf, la troisieme par cosl et ajoutant.
1 0, lat I f et ajoutant

TA. Application auw monocycle. — Le travail virtuel de U'inertie de la
roue étant traité dans le numeéro précédent, il sulfit de considérer le cava-
lier. G’est, si I'on veut, le cas du monocyele infiniment léger. Soient M

un point du cavalier, m sa masse. La vitesse est (n® 22)

M = IRs + | O(M — O).
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Si je désigne par P et Q les composantes IRs et |0 (M — O), j’ai, pour le
carré dela vitesse,

M2 = D - Q* + 2P| Q,

et, pour la double force vive totale,

Z mM?= E mP? + 2 mQ* 4 2 2 m 'PIQ.

Le premier terme a pour valeur

j 92 2
Z mP?*=uR%s*;

le second terme est la force vive due i la rotation ¢ (n° 22); elle a pour

expression

Zm Q*=Ap*+ Br*sin*d + Cn® cos*h,

en adoptant pour les constantes du cavalier les notations et hypotheses
dun®21, avecL =0 (n* 33).

Enfin le troisicme terme a pour valeur

Fig. 154,

EmP\Q - Z;n R [I (M — O)l
wRAs|I(Ip+ Kn)k| (n° 292).

= . R/ snsind

Il

|
|
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En résumé, la double force vive a pour expression
2T =pnR*s* +Ap*+ (Ccos* 4 Bsin*0) n° + 2. Rlisnsin.

De la on déduit pour les premiers termes des équations (f\’)

()T___(Lf__A
o T op T P
oT T

T = (Ccos*0+Bsin*0) o+ R /i ssinf,

g_:_‘, _ %_15_ = wR*s + R Ansing;
puis
()
0 (25Y = (Coor*t + Bsin®0) /- R i sind

+ 9 (B—C) prsinf cosl + R % ps cosh,
!
<g—§> = LR + wR AR sinh + . R/ pn cosh.
Le deuxieme terme de la premiere équation () est
Jr

— 55 =—(B—=C)n’ sinfl cosf — wR A sn cosh,

: g - 1or “ H 2 Q
de sorte que la premiére des équations () est

(9 Ap'— (B —C)n*sinfl cosh — R sn cosl = /e Rsinb.

On retrouve bien la premiére des équations du n® 24.

Passons a I'équation (v). Pour calculer son second terme, j’ai, comme
aun® 73,

w|(%) =— VKo,

et par suite, comme au n° 73,

— Z m M’\(‘%y: 4+ [Z‘u‘/z F.KIR 57]
gLR/LS[]{'KI]:— w R/ ps cosh.
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Il ne reste qu’a ajouter cette quantité a la deuxiéme des expressions (1)
pour avoir le premier membre de I'équation (v), savoir

(v) (Ccos* + Bsin®0)n' + wRAs sinf+ o (B — C)pnsinf cosh = o.
Calculons enfin le second terme de 1’équation (). On a

AT ;
=R,

(%)lz.lﬁn,

_ 2 m Bl’\(?)lz — whl
c .

En ajoutant cette quantité a la troisieme des expressions (1), j’obtiens
le premier membre de I'¢qquation

JRn=—+ uRhpncosh [éq. (5),n° 3.

(o) R - R AR sinf 4+ 2R pn cosh = o.

Les équations (v) et (¢) sont bien conformes aux résultats trouvés au
n°® 23, formules (2), avec 'hypothese L =o.

I.a conformité des résultats obtenus par les deux méthodes est une
vérification des équations du monocyecle et du cerceau; ¢’est aussi un con-
trole des idées que nous avons exposées sur I'application de la méthode
de Lagrange, dans les cas ou les parametres choisis ne sont pas de véri-
tables coordonnées.

§ 1I. — MfrHODE GENERALE POUR L’ETUDE DES PROBLEMES DE STABILITE.

73. Théoreme sur la forme des équations du mouvement dans un sys-
teme admettant des états de régime. — Nous avons vu qu'un état de
régime du cerceau est défini par un angle de chute 6 et des vitesses de
marche et de conversion s et n, le systeme de ces trois nombres satisfai-

sant a I’ équation d’équilibre du cerceau (E) (n°8). C’est une conséquence
C. 16
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de ce fait que les équations du mouvement [équations (2), n° '7] contiennent
la seule coordonnée 6, les vitesses s et n, et les dérivées de ces quantités,
tandis que les deux coordonnées o et v dont s et n sontles vitesses n’entrent
pas dans les équations. Examinons la réciproque :

On est certain, avant de connaitre les équations du probleme, qu’un
état de régime est défini par la coordonnée O et les denx vitesses n et s.
Que peut-on prévoir sur les équations du probleme ?

Soient ces équations

S 0,0,0" v, n, 00,5, 8)=0; Si(...)=o0; S =o,

Dire que (0, n,, s,) est un état de régime, c’est dire que les équations
sont satisfaites pour

0=0,, =1y, § =5,

et, par suite,
o=0=0=n=1,
puis
G=2Ss,1+0a,, V=mn,t-+Vv,,

quels que sotent le temps t, et aussiles coordonnées initiales o, et v . Ainsi
les trois équations

.f(t;eo)()? 0;/Lot+vo7no7 O;Sot-—l—00,§‘0,0> =0;

Si(.)=0;  [fi(...)=o0

doivent étre satisfaites quelles que soient les quantités ¢, o, et v,. Cela
revient a dire que ces lettres ne figurent plus dans les équations.

Plus généralement, on peut énoncer ce théoreme :

TugorEME. — 87 un systeme a liaisons « pour degré de libertén -+ p
et st un ¢tat de régime est défini par n coordonnées X, X,, ..., X, et
les witesses U,, U,, ..., U, des p coordonnées restantes, on peut affir-

mer que ces p coordonnées et le temps disparaissent des équations du



THEORIE DU MOUVEMENT DU MONOCYCLE ET DE LA BICYCLETTE. 113

probléme quand on y remplace les X et les U par un systeme de valeurs
définissant un état de régime.

Le cas le plus simple est celui ou le temps et les p dernieres coordon-
nées ne figurent pas dansles équations, méme avant la substitution relative
a un état de régime. Je me bornerai a ce cas, qui seul se présente dans
I’étude des cycles. Voici une méthode qui permet d’étudier, dans ce cas
encore tres général, la stabilité d’un état de régime.

76. Méthode pour Uétude de la stabilité des états de régime. — Je
simplifierai I'écriture et le langage, sans diminuer en rien la généralité des
raisonnements, en limitant a deux le degré de liberté du systeme. Un
état de régime sera défini par une coordonnée X et la vitesse U de
'autre coordonnée. Dans notre hypothése, les équations du probleme
seront de la forme

J(X, X, X" U, U)=o,

I
( ) ’g(x’ X/’ X//;’U, []/>:O.

Elles sont satisfaites par les valeurs, relatives a un état de régime,

c

| X=X, U=U,
et, par suite,
O:X,:X”: U/,

¢’est-a-dire quel'on a

|

o,

() J(X,,0,0;U;.0)
g(X,,0,0;U,,0)=0.

Il s’agit de savoir si I'état (X, U,) est stable. Pour cela, je suppose

qu’on déregle infiniment peu I'état de régime. Dans les premiers instants,

les variables X et U prendront des valeurs infiniment voisines des valeurs
initiales, savoir '

X=X,+ux, U=U,+ u; X'=2, X" =a’, U=ud.
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Si I'on porte ces expressions des variables dans les équations (2), on
obtient

’ C " ,
\ S(Xy+x, 22" U+, 1) = o,
¢

[ g Xy, 2" U+ w, 1) ==o.

Dire que I'état (X,, U,) est stable, c’est dire que les accroissements .r,
W, &’ w, W demeurent infiniment petits pour toute valeur du temps ¢.
Dans ces conditions, on peut développer les équations (3) suivant la for-
mule de Taylor et limiter le développement aux termes du premier ordre.
D’ailleurs le premier terme de chaque développement est nul en vertu des
équations de 1'équilibre de régime (2). Les équations (3) se réduisent

alors a des équations linéaires a coefficients constants

AN of of ( o N (Q/"
(d\’w>0‘1/ —+ <()X 2 <5\7 X+ ~4)011 -+ \Z);U)(, =0,
() /4 ()g ( \ ()05 / ()(()'
( x'> v +<5X7> ¥+ o\) v ), <56/ w=o.

7/

On sait les intégrer. Une quelconque des inconnues est une somme
d’exponentielles de la forme a.e". Les coefficients % du temps ¢ sont déter-
minés par 'équation caractéristique (')

O e s Oy

oxX” ()X’ ()X dU’ W
, =0,

08 e 408 8y 08
Xt Tt Tox ot dU
ou j'ai supprimé les indices zéro pour simplifier I'écriture. Les racines de
I’équation caractéristique sont réelles ou imaginaires de la forme a +- b/,
et 'on a

a.e. — o Ctzt bl[

Le module de ce terme varie comme ¢*. Or, par I'hypothese quel’état

(") Cette équation pourrait étre nommée équation caractéristique de stabilite.
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de régime est stable, la perturbation doit demeurer infiniment petite.
Donc a ne peut étre que négatif ou nul.

Ainsi, pour que Uéquilibre soit stable, il faut que les partics réelles
des racines de l’équation caractéristique soient négatives ow nulles.

Cette condition est aussi suffisante, car, dans les premiers éléments du
temps, il est légitime de limiter au premier ordre le développement de
Taylor; mais X, X/, X”; U, U’ demeurent infiniment petits d’aprés la na-
ture des solutions approchées; il en résulte gqne la limitation du dévelop-
pement continue a étre applicable.

Je me bornerai a ces indications, sans discuter les différentes questions
que souleve la méthode, notamment I'influence des racines multiples de
I'équation caractéristique sur la stabilité et celle de la détermination des
constantes d’intégration par le déréglage initial. Ces discussions sortiraient
du cadre de notre travail déja tres étendu.

77. Application de la méthode aw cercearr. — Sil on se rappelle que p
désignait la vitesse de chate ', on peut écrire les équations du cerceau
[ équations (2), n° 7] sous la forme

g@"—}—f(n,.s',@) = o,
(1) ' +0'o(n,s,0)=o,
( s +0d(n,s,0)=o0.

Si 'on applique a ces équations la méthode du n® 76, on sera conduit,
pour intégrer le systeme d’équations linéaires, a I’équation caractéris-
tique e
PG g h

o Ao |

W o A

ou, en supprimant le facteur 2* et développant,

e U
N A Tk
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Pour qu'aucune des deux racines de cette équation en 4 n'ait de

partie réelle positive, il faut et il suffit qu’elles solent imaginaires, ¢’est-
a-dire que I'on ait

of o 9
90 Fon T o > O
Or, d’apres les équations (1), fest expression de — 6" ou — p';

. n nos .
— ¢ et — ¢ sont les expressions de 7 et ;> ou — et —- On retrouve bien
0 b p P

ainsi 1 a condition de stabilité du n° 9

oo U UL
24 p on p 0s p
78. Application auw monocycle. — Si, comme on I'a fait au n° 33

33,
onnéglige le coefficient d'inertie L, on obtient exactement le méme calcul

et le méme résultat que pour le cerceau; mais, tandis que la méthode du
n° 34 ne s’appliquait que grace a I'hypothese 1. = o, la nouvelle mé-
thode s’applique a tous les cas. Pour donner un peu plus d’intérét a
I'application que je vais faire, j'en profiterai pour examiner un cas qui
n’a pas été traité au paragraphe de la stabilit¢ du monocycle : ¢’est celui
ou la vitesse de marche s est maintenue constante par I'action du pédalier.

Dans cette hypothese, les équations du mouvement (p), (22), (s) du n® 24
se réduisent a deux et sont de la forme

0 AYV — L cosl 4+ P(n,s,0)=o,
1

— L0"cosh+ (Ceos* + Bsin*0)n'+ N0, n,s,0)=o,
avec N="0"[ 2 (B — C)nsinbcost + LOsin 4 (B, — p., R*)scosb|.

Si I'on imagine qu’on applique la méthode du n°® 76, on sera conduit
a un systeme de deux équations linéaires dont I'équation caractéristique
est

2 AN P opP
AR+ Ln sm@—k—ﬁ — L2cosh + n

T2 JIN oN R} 2 ) . ‘ ON = Q.
'—L)\ +W7\+—E)G (CLOS 6—} BSl]l 6))\—-}*%
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Or N contient § en facteur, et § est nul a I'état de régime; done
IN N . ) . . <
(()—0 et 5— sont nuls. Dés lors, I'équation en A contient A en facteur. Ce

facteur supprimé, je développe le déterminant et j’obtiens I’équation

g [A(CGeos®d 5 Bsin*) — L* cos® | 3* + [, cos (?Ti -+ ()N>7\

o
(" dl’> P ON

Y a2 L) B i T
+- (G cos* + Bsin 0)<Ln sinf - 30 i o=

e produit des deux racines de I'équation en A doit d’abord étre
positif, sans quoi une des racines serait positive et cela entrainerait I'in-
stabilité. J'écris cette condition en remarquant que le coeflicient de »*
est positif a cause de la petitesse de L devant A et C

. el t o Ny JP JdP oN
(2) (G cos* + Bsin 6)<Ln sinf 4~ %> — 35 95 > O-

Il faut, en outre, que la somme des racines soit négative ou nulle

aP oON
L i Ny >

an -+ adp ) = 0

Ces conditions remplies, deux cas seulement peavent se présenter : Si
les racines sont réelles, elles sont toutes deux négatives ; si elles sont ima-
ginaires conjuguées, leur partie réelle est encore négative. Dans les deux
cas, la stabilité est assurée.

Sans discuter completement les conditions (2) et (3), J'examinerai le

cas de la marche rectiligne, qui est le plus important. On a alors

et, en se reportant aux équations (p) et (n) du n® 24,

op
04
oN

5:_]3,—3),,1”:—{— R s (n® 4).

opP
=—ugh, o =—wRhs,
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[Les conditions (2) et (3) deviennent ainsi

(2) — Cugh—+pu,RAhs®>o0 532>—9~.,, LZo
ou 8 p R2
(3) LRs(n, R—uwth) o (car o, R — A < o).

La premiere condition est identique ala condition (S) du n° 36, si 'on

. . . . . R

tient compte du changement de variable qui revient a remplacer — s
o

par s*. Quant a la deuxieme condition, elle est nouvelle et importante ;

elle montre que la stabilité dépend de la position du cavaliersurson cycle.
Si le coefficient d’inertie

L=Ym(z (n° 21)

devient positif, le cycle est instable. Toutefois, comme ce coefficient
reste toujours petit, l'instabilité est faible. De plus, pour de grandes
valeurs de s I’équation (1)" en % a ses racines imaginaires; donc la pertur-
bation est oscillante. Quand L est positif, 'amplitude, au lieu de s’amor-
tir, augmente, mais lentement, et le cavalier pourra mettre a profit la
premiére oscillation pour rétablir son équilibre par un petit déplacement
du corps.

Il est & remarquer que Pinstabilité, quand elle existe, diminue avec le
facteur ., R — w.A, circonstance favorable au grand monocycle que jai
indiqué au n°® 42.

GHAPITRE 1V.

DYNAMIQUE DE LA BICYCLETTE.

§ I. — EQUILIBRE AVEC LES MAINS.
79. Les trois équations du mouvement ; quatre problemes. — On a vu,

dans la partie cinématique (n’ 89), que le degré de liberté du systeme
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est trois et nous avons choisi pour les trois variables indépendantes les
trois parametres :

7, angle de roulement de la roue motrice sur le sol;
', angle de position du guidon ;
6, angle de chute du cadre.

Le travail total 6 des forces appliquées et des forces d’inertie pour le
déplacement virtuel (3, oy, 60) sera de la forme

0s ?G-J{— 0G P‘V ()F(}
-0 0\{J“—|- 56)‘.

Les trois équations du mouvement s’obtiennent en égalant a zéro les
coefficients de ¢o, ¢y et 60.

e 0 ks
9z O =0 9

Je les appellerai équations de marche, de guidon et de chute. Je ne
reviendrai pas sur I'étude de I'équation de marche, qui a fait 'objet de
développements suffisants & propos du monocycle (Chap. 1T, §1I). An
contraire, les équations de chute et de guidon présentent un intérét par-
t'culier, comme on va voir; il convient d’en faire I'étude.

Au sujet de la résolution du systeme des trois équations du mouve-
ment, le probleme peut étre posé de quatre facons :

Premier probleme. — Si I'on imagine que le cavalier ait laché les pé-
dales et le guidon, les trois équations devront étre traitées entierement,
comme on a traité les trois équations du cerceau. La complication du
probleme ainsi posé est grande, et I'intérét pratique de la solution parait
douteux, car on ne voit guere les cyclistes se livrer a cet exercice dange-
reux ; d’ailleurs, il rentre dans le quatrieme des problemes quand la vitesse
de marche s change assez pen pour qu’on puisse la regarder comme con-

stante.

C. 17
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Deuxieme probléme. — Normalement, le cycliste agit sur le pédalier
et surle guidon. L’action sur les pédales entre seulement dans I'écuation
de marche; I'action sur le guidon entre dans I’équation de guidon seule.
Comme le cavalier est maitre de régler son effort, il convient de regarder
les équations de marche et de guidon comme définissant les efforts que
doit faire le cavalier pour obtenir un effet donné. I.’équation de chute

reste alors seule pour déterminer I'équilibre ou la loi de chute de la bicy-
clette.

Troisicme probléme. — Le cavalier peut lacher le pédalier seul, dans
les cas ou il n’en résulte qu’une variation lente de sa vitesse : en descente
douce ou sur un sol horizontal, avec un vent favorable. Au point de
vue de I'équilibre, ce probleme a peu d’intérét, parce qu’on obtiendra
une approximation suffisante en négligeant les variations de la vitesse de
marche, et qu’on rentre alors dans le cas précédent.

Quatrieme probleme. — 1e cavalier lache seulement les mains : (est
un cas important au point de vue pratique, parce qu’il intéresse la com-
modité du cavalier, qui a besoin de ses mains pour divers usages : saluer,
consulter une montre, une carte, ete. Les deux équations qui intéressent
’équilibre sont alors celles de guidon et de chute, I'équation de marche
définissant Ueffort que doit faire le cavalier pour changer ou méme entre-
tenir sa vitesse de marche.

Je réserveral ce quatrieme probleme, pour détudier seulement le
deuxieme dans ce paragraphe; c’est le plus simple, puisqu’il se réduit a
I'étude de I'équation de chute.

80. L'équation de chute de la bicyclette. — Soient T la force vive de la
bicyclette, M 1'an quelconque de ses points, m sa masse et z sa cote,

I’écquation du mouvement relative & o6 est 1'équation de Lagrange modi-
fiée (n® 72)

(30 () — Zmw

dM\/ . o dz
20 = — Z 17740 7‘
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On a, dans ce qui précede, tous les éléments pour faire le calcul com-
plet; mais les écritures sont tellement longues qu’elles risqueraient d’ob-
scurcir la question en détournant l'attention par une surcharge trop
grande. Je préfere expliquer d’abord sur la forme de I'équation quelques
remarques qui me permettront de faire les calculs a mesure des besoins
seulement.

Dans ce paragraphe, je cherche seulement la condition d'équilibre des
divers régimes qu’on peut imaginer pour la bicyclette. Or un état de
régime sera défini par des valeurs y et 0 attribuées & I'angle de guidon et a

'angle de chute, et une vitesse de marche s, les dérivées de ces quantités
étant nulles.

(1) o=v=v, o="0'(oup)=p’, 0o=y".

La condition pour qu'un régime ainsi défini soit un régime d’équilibre,
¢’est qu'il satisfasse a I’équation de chute (20). J’ai donc & caleuler pour le

7 . NY N .
moment, non pas I'équation (¢6) complete, mais seulemient ceux de ses
. . ,
termes qui ne contiennent aucun des facteurs 7', v"

/ /
apaps s
. Ay s . AT\
Pour ce calcul, on peut laisser de coté le premier terme T de
I'équation (20). En effet, T est une fonction quadratique des vitesses qui

demeure identique a elle-méme aux divers instants d’un méme état de

la al

;. . . - dTN/
régime; —o ne varie donc pas et sa vitesse de variation <W> est nulle.

L’équation (¢0) se réduit ainsi & ses deux derniers termes. Le dernier
représente V'action de la pesanteur; le précédent, 'action de l'inertie :
c’est lui surtout qui doit nous occuper maintenant. Il ne renferme aucune
accélération et se réduit & une fonction quadratique des vitesses; il repré-
sente donc des forces de la nature des forces centrifuges. J'ajoute que
chacun des termes de I'équation (60) doit étre décomposé en trois parties,

provenant de la roue motrice, de la roue directrice et du cadre, et con-
duisant a des calculs différents.

MY/ .
81. Calcul du terme 2/72M’|<%> pour la roue motrice. — Je
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dM . . . . .
commence par calculerm- (est la vitesse virtuelle du point M, due a la
. (ZO ’ . ’ ~ A .
rotation 7 =1 Or le déplacement indépendant ¢h entraine celui des

p
trois fonctions &1, 6%, 65, (n* 60 et 66). Le second de ces trois déplace-
ments ov est le seul qui affecte la roue motrice (le premier affecte le cadre
et le troisieme la roue directrice). La vitesse virtuelle de la roue est done

due 2 une rotation instantanée qui est issue du point O et qui a deux
composantes, savoir

dv
O0=1+K o E
La vitesse virtuelle du point M est alors

ML —|e(M—0),
d’out I'on tire
<%¥> =[OW — |00+ |6/ (M—0)

et
(1) M/] (%}}): [OM W] — [0O'M ]+ [0/(M—O0)N] ().

Le premier terme, le parallélépipede [ @ M'M'|, est nul comme ayant deux
arétes confondues M. Le binome formé par le deuxiéme et le troisieme
terme doit étre multiplié par la masse m et sommé relativement a tous
les points de la roue. Le deuxiéme est linéaire par rapport au point M;
la sommation introduira le centre S de la roue par la formule

Z mM = 5.

dM\' R )
M) <-d—0> est composé de termes de la forme | AB. Un tel terme est un vecteur normal
au plan des deux vecteurs A, B et mesuré par l'aire du parallélogramme construit sur A et B
dM\' . dM ' - .
hig <7@> est le produit du vecteur <m> par la projection de M’ sur [ui. C’est donc la

somme algébrique des parallélépipédes tels que [ABM']. Le premier parallé¢lépipéde est nul
comme renfermant deux fois le vecteur M.
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Or la vitesse S’ du centre S = O - R% est
S=0 +RI¥ =0+ R(— pj + Insinb) (n®3).
Le deuxieme terme de la formule (1) donne done

— 2 m[OO' M| = — pn.[00 R(— pj + Insind)]

et, en remplacant O" par sa valeur 1Rs et O par I + K ;ﬁ%,
(2)  — E m|OO'M' | =+ [J.%R2/7S[K[j] = ;J,Rﬁ)s%cose.

Le troisieme terme de la formule (1) contient le point M au second
ordre et introduit le vecteur Z m| (M — O)M’; ¢’est le moment résultant

des quantités de mouvement par rapport au point O. Ce moment a pour
expression, comme on sait,

Apl+Bqgj +Crk=Apl+ B(s+ nsinf)j 4+ Cncosh i (n°2).

11 doit étre multiplié par la projection sur lui du vecteur

0'=I+K (%)lzj [n cosf + (%)lsine] + k [— nsinf - <§%>/cose].

Le troisieme terme cherché a donc finalement pour valeur

,sine}

Zm[’(M — O)M'| =B (s -+ nsinf) [n cosf) + <%>

) +Cncos@[—nsin6 ~+- <ﬂ>/0059].

L’équation (1) s’obtient en réunissant les résultats partiels (2) et (3). Pour
I’écrire sous sa forme définitive, je rétablis 'indice 1 négligé jusqu’ici et

que J'ai adopté plus haut (n° 21) pour distinguer les constantes de la roue
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de celles du cadre monté. J obtiens ainsi

mM’i <%\0£>/ = B, sncosh + (B, — C,)n*sinf cosh

S ! ‘ N ' L) ) D 2 Z\ .
- <i~%> [B,ssinf -+ (C, cos*O+ B, sin*0)n| + p, R*ps %/(; cosf.

Dans cette formule, la partie soulignée d un trait s’annule a 1’état de régime,
2 o

| . dy\’
parce que les vitesses <»(fm> et p sont alors nulles.

. ; dMN/ . .
82. Calcul du terme mM" <7;> pour la roue directrice. —
E p
Comme la roue motrice, la roue directrice est assujettie a rouler sur le sol.
L.e mouvement résultant, qu’il soit réel ou virtuel, se réduit & une rota-
tion instantanée autour du point de contact O, avec le sol. Le calcul du
n 84 s’applique; cependant la rotation virtuelle est ici plus complexe,
4 4 IN N . . N
car elle résulte non seulement des déplacements 86 et dv, mais aussi de o7,
~ E s e . .
et og,. Je désigne par 0, la nouvelle rotation virtuelle

.dr, vy . do,
(1) O =1—j7 +Km+/

et je déduis de cette formule

s@;:: Jn—+ (—pk + Incosf))%;i 4 (= p kL, cos@,)dc’

dy
dn\! - [ dy\’ . ds N\ 0 =
? "—x] <EZO‘> —+ 1\ <J§) ’{_:/‘, <Wj <n t)).

/

(1)

\

Les termes soulignés sont nuls & I'état de régime. Outre la vitesse vir-
tuelle ©,, nous avons a considérer les vitesses réelles de la roue direc-

trice; elles seront représentées par les formules de la rone motrice affec-
tées d’indices (n” 2 et 6) :

O=1Rs, Q=ILp+js+Kn, (n,=n,p =oenrégime).
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Avec ces différences, le calcul du n° 81 donne
(2) — Zm[@,q M =uRp,s,[0,1,/,],
(3) -+ X m[0,(M—0)W|=0,|(Ap,T,+B,q,,+Crk).
ATétat de régime, les termes soulignés sont nuls et il reste
/| dMY ) .
<1> Zmi\l <W> :@‘KB,({L/'-{—-C'?“I](,).

Or, a cet état, O n’a pas de composante verticale (formule 1) et I'on peut
remplacer la parenthese par sa composante suivant J,, savoir

J,(B,q,cos8, —C,r sinf ) =1 [B,s, cosl, 4+ (B, —C,)nsinb, cosh, |.

O peut alors étre réduit aux termes Jz + In cose : car le cosinus | ] T,

est nul. On a donc en définitive, pour la roue dlrectrlce,

N/ dM . dn
E nM <d<)> <cosm~sn1mcos@;l§)

> [B,s,ncosh, + (B, — C,)n’sinf, cosh, |
a l’état de régime.

On reconnait une parenté étroite entre cette expression et celle de la
roue motrice (n” 81).

/

83. Calcul du terme Em‘\l'l( [> pour le cadre monté. — Le
cadre est affecté par les trois rotations I, — ;ﬂ;‘; K~ d/ La vitesse vir-
tuelle du point M est done

dM dn o d/ \
~W]I(M _W‘“M_— M‘K (M —0),

d’ou l'omn tire

AN/
v ) T

I — 0 4 & KW

’ dn | -qr v ’ T dn, o
—.[O+m—[‘/8—%{l§0—;—11’(M 0)— 2|/ (M —8)
i\’ . v
—<§l-0-> M —8)+ (G > IK(M —0),
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Quand on passe a M’

74N N . . J

i)’ la premiere ligne donne trois parallélépi-
pedes nuls comme renfermant deux fois 'aréte M’; le terme suivant est
nul aussi, et 1l reste six termes :

1/
M b

dM / dv ~/ N/ . A dr,
(%) =% []sm RO+ 1 — 0| — G /(1 —$) ]

3

(‘ié‘) (M —8$)W ]+ <50> K1 — 0]

On deit multiplier cette expression par la masse m du point M et faire
la somme E relative a tous les points du cadre et du cavalier. Pour les
deux premiers termes, le point M entre linéairement; la somme E intro-

duit la quantité de mouvement 1.V du centre de gravité. Les autres termes
introduisent le moment résultant des uantités de mouvement, soit par
rapport an point O (3 et 6), soit par rapport au point S (4 et 5). Les
calculs se continuent d’une facon analogue a celle du n® 81. Pour éviter

des longueurs, je rapporte seulement les résultats :

(1) —+ 50 Vm[JS M| _——+—'LR (enmn@—(‘n)(ls*—k nsinf),

N

() = G P m[ROW] =+ pRs s (— en-rhp cosh + e’ sin),

(3) +2m l’ ’\I—O)\l] 4+ RA(s 41" )n cosh

~+ Breosh(nsind—+")—nsind (L p+Crcosh),
m|j (M —S$)N| =+ 5
P [—L/) +(A—C—p.RA)npcosh—+n’cosh(Licost —mResinb)],
d, . M dn\’
)~ <zzr;> Sm[j(M—8) W] = — (3@>
< [(B — uwRh)n sinfl 4+ WR(A—R)s + nR(2h— R)'n'},

" | +@27;@[K(M—Oﬂ\’l’]:+ (%)
|

S[wRA(s 4-1") 4-B(nsin —') | sinf 4 (Lp 4 Crcosh) cosh].

/
I

|
|
&
|
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Dans ces formules, e, & désignent les coordonnées du centre de gravité
du cadre monté par rapport aux axes Ol et Ok; L est le coefficient d’iner-

tie E mzx rapporté aux memes axes (¢f. n® 21). La somme des six

expressions représente la valeur de E mM’

T~ 7
(%%) pour le cadre monté.

Les termes soulignés sont ceux qui s’annulent a I'état de régime.

84. Calcul des termes wenant de la gravité. — Si z est la cote d'un
point de masse m, le travail de la pesanteur pour le déplacement —+ o=
est — mgoz. Le travail total correspondant & la vitesse virtuelle
o
— =1 est

ol
o . oz o K [ M
aZ m:—oZ”]m'

2“1 . . . .
[.a somme Se (501111)056 de trois 1)31‘“65 qui correspondent respectl-

vement aux deux roues et au cadre et qui. peuvent étre remplacées par
les termes correspondants calculés pour les centres de gravité. Je dési-

gnerai ici ces centres respectivement par S, S, et C. On a, pour les trois
parties

. ldM - . .

Roue motrice.. . - Z mK = + g [KO(S — 0))] (n° 81),
Roue directrice. + gu[KO,(S,— 0,)] (n° 82),
Cadre monté. . . e ‘u; KI(C—O0) — %[Kj(c — sg% (n° 83).

Pour développer le terme de la roue motrice, on a (n° 81)
B=1+K% S—0—iR=—IRsind+K(...),
(1) [KO (8 —0)] = — Rsinf.
Pour la roue directrice (n°® 82),

a0 T d, oy . dey d,
Ul——l—‘/m’{”Km"{“\],“&g‘——I*——Jcosejﬁ‘%“.]‘(. ..>+K( . .),

S,—0,=—17J Rsinb, +-K(...),
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.4.(r;1J,)~v-(PiJJ.>0050?%W

(2)

|
|

S[KGAS¢~OJJ:»%Rynm

; . e
= — Rsinf, <Cosca — sina cosf 701>;
i [&

enfin, pour le cadre mont¢,
C—O=1le+4-lhh—=1le—1Tlhsinh +K(...),

C—8 =Tle—J(/—R)sinf +K(...),
KI(C—0O) == — Asinb,

N
o8

(/‘/“x -/ N . Cl’q
) — 7 [Kj(C—8)] ==+ ecosh ok
Jaurai le terme de la gravit¢ correspondant a la bicyclette totale e
ajoutant les expressions (1), (2), (3) multiplides respectivement par u.,,
Uyoet moe

(M i ™ -
AN 4 g‘_ v, Rsinf

Roue motrice.

‘ . ol
— ., Rsinf, <cos % — sin cosl 7?)')
4

Roue directrice.

. ol
— N sind - necosh -
A \ dw)

Cadre monté.

83. Lquation d’équilibre de la bicyclette avec les mains. — Nousavons
vu que I'équation de chute de la bicyclette est

(58) (i—%) — 2 mM ) (%\0£>l = — 2 mg K 1 ((%i (n° 80)

VAN s ol

Clr \’ < ’ 7 A s v N ,
et que le terme Q%,) est nul a I'état de régime; enfin nous avons caleulé
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les deux autres termes de I'équation pour les trois parties de la bicy-
clette.

Pour avoir I'équation d’équilibre, il faut reporter les résultats obtenus
aux n® 81 a 84.

C’est ce qui est fait dans le Tableau que voici :

M\’ .
Terme -!—Z mM’l(%O—> (forces centrifuges).

Roue motrice. . . . .. Bysncoslh + (B, — C,)n?sinfl cosh (n° 81)
. . : . ) I
Roue directrice..... |Bysyncosl - (By— C,)n2sinf; cosl,] <0057. — sina cosf %6‘) (n° 82)
[4
(wR/sncoslh 4 (B — C)n2sinfcosl é
I, . . . . -
Cadre monté. . .. S -1 :76 [wRe(snsin 4 n?sin?l — n2sinf cosl) + Ln? cos2b] (00 83)
v
— uwResn J
Terme +Z mg%(j (gravité).
- \
Roue motrice... .. ..... -+ (g‘ — uRsinf )
. . . . . -, |
Roue directrice.. ... ... — p Rsinfy { cosa — sina cosh i ; (n°84)
: , . d, \
Cadre monté. .. ....... — whsinh + pecosl il

11 suffit d’écrire le signe = entre ces deux groupes de termes pour
avoir I’équation d’équilibre de la bicyclette avec les mains.

La facon dont j'ai groupé les termes, montrant leur origine, permet
d’en comprendre la signification naturelle et d’effectuer des vérifications.

C'est ainsi, par exemple, qu'on retrouve I'équation d’équilibre du cer-
ceau en négligeant les termes qui proviennent de la roue directrice et du
cadre. En négligeant la roue directrice seulement, on obtient une équation
qui reproduit celle du monocycle quand on fait

dn dv o
ah=%  @{=9

Je ne m’attarderai pas a expliquer la signification de chaque terme :
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celareviendraita établirl’équation d’équilibre par la méthode géoi’nétrique
du n°® 11, sujet intéressant, mais (ui allongerait encore ce Mémoire. La
méthode géométrique, uoique plus simple que la méthode analytique
suivie, serait plus susceptible de laisser échapper quelque erreur; de plus,
elle deviendrait a peu pres inapplicable pour obtenir les équations com-
pletes du mouvement et, par suite, pour aborder le probleme de la sta-
bilité.

86. Réduction de [’équation. — Pour arriver a des conséquences pra-
tiques, il convient de réduire I'équation complete a ses termes princi-
paux, de facon a avoir une équation approchée plus simple. Le terme le
plus important de P'inertie vient du cadre monté; c'est w.R/Asncosl qui
représente le moment de la force centrifuge du cadre monté par rapport
a sa trace Ol. Je dois y remplacer n par sa valeur

Rsina i >
fre—m ——20% 5 |(2), n"66|.

Or, dans les états de régime, les angles a, v, 0 restent toujours assez
petits pour qu’on puisse en négliger le second ordre devant I'unité; on
peut alors, d’apres les résultats du n® 84, négliger y sino. devant x cosa. et
remplacer .« par [; on obtient ainsi

bl

, R .
== tango,
et le terme considéré n.R/isn cosl de I'équation d’équilibre s’éerit

R .,

R4 - s*tanga cosf.
\ / e}

1l est du premier ordre par rapport a . Je négligerai devant lui les

termes (qui sont du troisieme ordre et qui ont un coefficient dynamique

plus petit que p.RAs*. Je rappelle que, dans 'hypothese ou le cadre
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est vertical (0 = 0), on a

92 — Fi_‘*_‘_‘_?,.;'.’_i_c siny (') (n° B4).

Cette quantité est diminuée quand le cadre prend une inclinaison 9. On

voit que ) est du premier ordre et qu’il contient en outre un facteur nu-

]{ sin w—C .

, . o . Rsinw,—¢
met‘lqlle "‘—‘—F“'r‘ ql]l est ]nf‘el‘lelll‘ d

;—— = 0,07 avec les con-

' N i . v
stantes du n° 82. D’apres cela, jg est du premier ordre et 7 du second

ordre | équations (1) du n® 66]. Les termes du n® 88 se réduisent alors
aceux-ci

Termes Termes
/dMN! ds
Z mM <7[0> . Z mg 7
Roue motrice.. ......... B,sn cosh — i g Risinh
» directrice. ........ B,s,ncosf cosa — i gRsin cosa
. . dr,
Cadre monté........... wRhAsn cosh — uhsinl ~ypecosl 70‘> g
¢ 14

La roue motrice et le cadre donnent des termes semblables qui se
réduisent :
(wR% -+ B,)sncosh,
puis
— (wh + 1, R)gsinf.

Comme dans le monocyecle (n° 24), je désignerai ces (uantités simple-
ment par wR/Asncosl et — w/hgsing, ce qui n'altere pas I'exactitude de
I’équation, pourva qu’on change légerement les constantes spécifiques de
la bicyclette. Les termes venant de la roue directrice sont d’une forme
un peu différente, mais peu éloignée, et, comme ils sont faibles, on peut
aussi, par approximation, les faire rentrer dans les termes velatifs au
cadre.

Apres toutes ces simplifications, 'équation d’équilibre de la bieyelette
| ) .

() Comme je D’ail annoncé au n° 88 bis, je fais ici le changement de notation qui consiste
a désigner par w I'angle qui avait été désigné par p. au Chapitre L.
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s'éerit
(1) LR Asn costh 4+ mohsinf — woecosh dn 0
\ I ! . [Nabe] el ! ,[{J - °

On a d’ailleurs

i d, —y , . . Py

¢ - — S o —_— o °8 2

(2) n= Jstango, 71 = oo (équations du n® 66 simplifiées).
e dernier terme demeure génant pour rendre compte de lallure des

faits. Je le négligerai, quitte a caleuler ensuite (n® 87) son importance

relativement au terme qui le précede. Nous verrons qu'il est, en effet,

négligeable. I.’équation d’équilibre se réduit, en définitive, a celle-ci :
, R, .
(3) p R s tanga cosl —+ mghsinf = o.

C’est I'équation des moments par rapport & Ol du poids du cadre
monté et de sa force centrifuge. On aurait pul’éerire de suite; mais cette
méthode approximative de mise en équation aurait en I'inconvénient de
laisser dans I'ignorance des équations exactes du mouvement et de I’équi-
libre et du degré d’exactitude de I’équation approchée.

86 bis. Conséquences pratiques. — 1 équation (3) peut étre résolue
par rapport & . ouaf :

R Rs?
gtang@ e 1 tanga.,
N/ c’v
(3) ’ [ o
L
\ fango = -— s tangf.

Pour chaque valeur de la vitesse de marche s, cette formule fait con-
naitre la relation {(approchée) que U'équilibre impose entre les angles 6
et o, ¢'est-a-dire, si 'on veut, entre les angles de chute et de guidon, car
tanga est une fonction de 6 et 7 connue par les formules du n® 7. La
premiere formule (2) donne la valeur correspondante de n. On voit que

o. et 7 ont un signe contraire a celui de 0 : si, par exemple, la bicyclette
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penche a gauche, le cavalier doit ramener a lui la main gauche et la bicy-
clette converge alors a gauche. De la formule (3)’ résultent ¢quelques con-
séquences vérifices par I'expérience.

Aux grandes vitesses de marche, le rapport%l:%% est petit. Les mols

grand et petit seront d’ailleurs précisés par une application numérique
au n” 88. Il faut de faibles mouvements du guidon pour compenser la va-
riation de I'angle de chute 0. I’équation (3) montre qu'une erreur com-
mise parle cavalier sur I'angle de guidon donne a la force centrifuge une

prépondérance d’autant plus grande que la vitesse de marche est plus
considérable.

Ainst, aux orandes vitesses, le cuidon doit étre manceuvré avec pro-
> 5 ’ 5 /
caution et par mouyvements insensibles.

L’erreur des commencants est de la manier avec trop de vivacité; ¢’est
la cause de leurs chutes. Une personne, méme exercée, qui a I'habitude
de conduire avec les deux mains ou avec la main droite, éprouve quelqgue
difficulté & conduire avec la main gauche ou a conduire en tenant le milieu
du guidon au lieu des extrémités. Kt pourtant son équilibre sera bien as-
suré s'il abandonne le guidon des deux mains, pourvu que la vitesse
soit suffisante (n°121).

Par contre, les variations du moment de la pesanteur, étant compensées
par de tres faibles variations de I'angle @, la position du cavalier sur la
selle n’a aucune importance pour le maintien de I'équilibre ; cela explique
pourquoi le cavalier peut facilement recevoir en croupe une personne
inhabile a la bicyclette et aux exercices d’équilibre. Cette personne peut
monter sur le marchepied et descendre, pendant la marche, sans provo-
quer la chute du cavalier.

Aux faibles vitesses, I'influence de la pesanteur s’accentue. Au repos,

I’équilibre ne dépend plus du maniement du guidon, mais de la seule
position du corps (n°® 69).

87. Conversions. — A ce qu'on vient de dire se rattache I'c¢tude des
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conversions. La courbure en un point de la trajectoire est le quotient de

, . .n . N
I’anele de contingence par la longueur del’are, soit =, soit encore d’apres
g ) 3 J s I

les formules (2) et (3

no__ o £ .
= tange == — Ttange.

R
La courbure de la conversion est done inversement proportionnelle
au carré de la vitesse de marche. De la des dangers divers :

1° Un cavalier pen exercé, (ui commence a tenir I'équilibre en ligne
droite, cherche a se donner de la stabilité (n° 121) en conservant une
vitesse qui convient a la marche rectiligne. Veut-il faire demi-tour a
gauche, il devrait, pour garder I'équilibre, se pencher fortement a
gauche et n'incliner le guidon que lentement et faiblement, & mesure que
son angle de chute augmente. Ignorant la faiblesse de I'action de la pesan-
teur qu’il redoute d’instinct, et ne se défiant pas du guidon ¢ui, pour lui,
représente la seule idée de direction, que fera-t-il ? Il osera bouger a peine
son corps et déplacera franchement le guidon : brusquement, par une
violente force centrifuge, il sera jeté a terre sur sa droite.

2° Un cavalier exercé, mais peu réfléchi, comme sont les enfants, saura
garder son ¢quilibre; mais, pour tourner, il omettra de ralentir suffisam-
ment Pallure. 8’il est, par exemple, suruneroute, il ne pourrapas donner
2 la conversion une courbure suffisante et sera lancé surle bord de laroute.

3° Un cavalier, méme habile, sera facilement surpris, sur un terrain
plus glissant que de coutume, par un dérapage brusque; car I'angle 0 est
limité par 'angle de dérapage (n® 30 a 32).

88. Application numérique. — De la formule du n° 87 on tire
tange.  — g/
<l> tang i R2s2

Les constantes adoptées au n° 52 sont

l=1"10, R =o0"38.
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Une bonne vitesse de marche est 20 a I'heure, soit

26000 5o
R

3600 g
Ces nombres portés dans la formule (1) donnent

tang o

= 0,035.

tangf

On voit combien est faible I'influence de la pesanteur, et grande celle

de la force centrifuge; on peut dire, d'une facon peu précise, mais bien
e e 5o ) 1

caractéristique, que I'influence des mouvements du corps n’est que 30 de

celle du guidon. Pour une vitesse moitié moindre, 10" a I'heure, 1'in-

, . . ’ Langa o
fluence de la pesanteur est quadruplée, tangl = 0,14. Elle est encore
faible.

89. Importance numérique du terme — (. g e cosf % négligé au n® 86.
— Ce terme a été négligé devant p. ghsinf. L’erreur relative commise
est

— pgecosh @

(1) em MV L g (a), 00 86).

w g hsinf h x sinf

Je remplacerai x par /; quant a la valeur de y, je la tire des formules
du n°® 47, en prenant le coefficient de J dans I’expression de OM :

y = —Rsin0 — @ sinf sinn + (b + R cosw)sinf cosv
~+ (¢ — Rsinw) (cosf siny — sinf cosy sinn),

Y — _ R —asinn 4 beost,
sinb

B L . . siny
+Recoswcosn — (¢ —Rsinw)cosysin? + (¢ — Rsinw) eOSe—Smé‘“

On a d’ailleurs, entre les constantes spécifiques, les relations (n° 44)

a=—c —+ lcost,, b= Lsinv,,
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d’oulon tire

— asiny, + b cost, ==~ csint, + [sin(, — 1) = -+ csinn, — [ sin7,,,
et par suite

Y

sm’)

— R 4~ esin, — [sinv,

sin G

“+Recoswcost, — (¢ —Rsinw)eosysint + (¢ — Rsinw) cosf =
) i

siny
D’autre part, 1'équation (1) du n° 36 permet de remplacer la quantité
— [sin, — R 4 R cosw cosr + Rsinw cosysin,
par la quantité égale
— 9 ¢sin’® ; sin, — tangf siny (¢ — Rsinw),

de sorte (qu'on a encore

Y o vein? boain - . : HS o o
g ==—2csin® sin r~+ (¢ — Rsinw) tangl siny - ¢sin7 (1 — cosy)
sln'
+ (¢ — Rsinw) cosf ?
sinf)

Les termes de la premiere ligne sont négligeables devant celui de la
deuxieme ligne. Celui-ci est une petite fraction de ¢ — R sinw, surtout aux
grandes vitesses (n° 88); enfin ¢ — Rsinw a une valeur numérique voi-

sine de ¢. Ainsi, on aura une limite de ’erreur relative ¢ en remplacant
) e 7

Ve C
dans la formule (1), le deuxieme facteur ——. par 5 savoir :

4

~ )

=

~| O

Sil'on adopte les constantes (n° 32)

= 0", 20, ¢ = 0",08,

Pl
|

1n .
™. 00, l=1",10;
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on trouve

£ < 0,20 < 0,073 =0,01).

On voit que approximation faite en négligeant le dernier terme de
I’équation (1) dun® 86 était entierement légitime.

/.
§ II. — EQUILIBRE SANS LES MAINS.
90. L' (quation du guidon. — L’angle de guidon v n’est plus fixé par

la volonté du cavalier, mais abandonné aux réactions de la bicyclette; les
deux équations du probleme sont I'équation de chute, étudiée au para-
graphe précédent, et]’équation du guidon

dTY’ r | dNY sz SN
(\77') — Z mM <%;> = ~Z "g (¢f. n° 80).

A I'état de régime, le seul que nous prétendions traiter dans ce para-
graphe, le premier terme est nul; il reste & calculer les deux autres; je le

feral en suivant la méme marche que pour I'équation de chute.

91. Terme 2 m M

M/ , . , a
). Le déplacement indépendant ¢y en-
&y i

A . ’ N N N . . L’iL\l
traine trois déplacements ¢v, ov, ¢, de sorte que la vitesse virtuelle

A~

i

d’'un point quelconque M de la bicyclette peut étre considérée comme la
résultante de quatre autres par la formule

dM oM oM, IM dy oM s,
A R A T A T

2

N e e . . d M
Les calculs du § I peuvent étre utilisés ici, car la vitesse virtuelle -~ ne

differe essentiellement de la vitesse

dM oM oM IM v oM ds,
R R LA P B V7 B P

!

(que par la premiére composante, les autres composantes recevant seule-



138 E. CARVALLO.

ment d’autres coefticients, savoir :

dr, v ds, .
= 2L 1 au lieu de
vy dy vy

dn dv  ds
A0’ dY

Y

oM . ,
Or le terme 5 est nul pour la roue motrice et le cadre monté. Done,
]

pour ces deux organes, on pourra utiliser les formules dun® 83 relatives
a4 20. On y conservera seulement les termes qui renferment des coefficients
i et I'on remplacera d yar ¢
b I dh P "

(Y4
1

différentiels tels que dans ces coefficients
différentiels.
Quant a la roue directrice, on opérera de méme, sauf qu’il faudra ajouter

oM .
de nouveaux termes venant de la composante N qui n’est pas nulle pour

la roue directrice. Lie terme provenant de cette composante est
) OM N/
Z mM \ (i\—> ‘
Iy

oM/ . . ' . .
<3\—> de la roue directrice. — l.a vitesse vir-

Je vais le calculer.

92. Terme 2 m\

oM R
tuelle - a d’abord pour valear (')

( )‘\‘/
oN

W =16M—=0)

\l
déduite de celle du n® 81 en remplacant O par G. Je porte le méme chan-
gement dans la formule (1) de ce numéro et je fais la somme relative a tous

les points de la roue

>om 1\1/|<00\71>: — B m[GON |+ ¥ m[G/(M~0)M].

Pour le caleul du premier terme, on a

[GOM | =[GO (W —0)],

(*) L’axe de la rotalion G ne passe pas en réalité par le point de contact O, de la roue
avec le sol (fig. 9 bis); mais d’aprés la remarque qui commence le n° 82, toutes les rotations
ont une résultante passant par O,. Comine les autres composantes ont été rapportées a ce
point (n° 82), la composante G doil élre rapportée au méme point O,. Son bras de levier es
alors M — O,.
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puis
O =I,Rs,,
ar N ’ ! . ’ ]
E m(M —0\)= ., (5 —0) =uRk | (n°3)
=0, R(—p,j,+1,n,sinb) s

et, par suite,

— > GO M| =p, R2s, p,[GT,],].

Ce terme est nul a I'état de régime.

Je passe au second terme; ¢’est le produit de G’ parla projection sur ce
vecteur du moment de la quantité de mouvement par rapport au point O,
savolr :

2771[(1\1—0‘)\)’[':A‘p‘I‘—i— B,q.j,+C,rk,.

Comme au n° 82, le premier de ces trois termes est nul a I'état de ré-
gime; & cet état, G’ n’a pas de composante verticale. On peut alors rem-
placer le moment par sa composante suivant J,, savoir

3B, s, cosl, + (B, — C))nsinl, cosl,] (n°2).

11 me faut maintenant calculer G' au moyen de la formule

== — Isinn 4 k cost, = — I siny, — Jsinf cosr, + K coslcosn (n” A7).
11 vient
v . . dG , dG
¥ = — Jnusint + Lnsinfcost ++ —— '+ —— p.
ddr, b

On a done, en définitive, a I'état de régime,

N <%>,:2712LG’(1\’1 —0,)V]

= (— nsin7, coso. — nsinfl cos7 sina.)
< B, s, cos, 4 (B, — C,)nsinf, cosb, |,

et cette expression doit étre ajoutée a celles qui ont ¢té indiquées au
n® 91.
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- ., s
93. Termes de la gravité E mg - — On a
i

dz o d M
Z mg = Z mgK 2

) . . dM M
Les remarcues faites au n® 91 sur la comparaison entre —— et —
av C
]
duisent au meme artifice pour déduire les termes de I'équation du guidon

on-

de ceux de I'équation de chute. J’aurai a reporter iciles termes du n°® 83

. . dr dr, d, .o .
qui contiennent —, en remplacant —: par —=; puis il faudra ajouter le
b ® Y ' Y .

terme

S PN 08, e -
2 mgKl(—)\7 =0, gK |20 =0 g [KG(S, — O | (")
=1, Rg[KGk | =—n, Rgsinwsin? (*).
V. Beésumé des résultats. L'quation d équilibre du guidon. — Jexé-

cute en deux Tableaux le travail de copie des résultats indiqués aux
n” 91, 92 et 93.

| (M’ . .
TermcsZm M’ ; <€(—l—/~) (forces centrifuges).

i

Rouc motrice... Néant. (n* 83)
. . . d-, 5 Y - o
Roue directrice. — sina cos()—df‘, [Bisincost -+ (B — Cy)n?sinl, cosl,] (n°83)
i
-+ [—« nsinT cose. — n sinfl cosy sind.]
> [By sy cosly 4 (By — Cy)nsinb, cosh,] (n°® 92)
. . dr, . 0 i 0 N ;
Cadre monté. ... - —i—} [wRe(snsinl 4 n2sin?l-— n?sinf cost) + Ln2 cos2]
7
dv "
— 22y Resn (n® 83)
d]/l 7
.\ | oz .
'lcrmcsz/ng : gravité).
d
Roue motrice... Néant. (n® 85)
. . . . dr ©
Roue directrice.. —+ pyRgsinf sinz cosf T (n° 83)
—uRgsinwsin (n° 91)
\ , dr v
Cadre monté.... - ueg cosf T‘ (n° 83)
: 7 )
]

(1) Méme remarque qu'au n° 92 pour le bras du levier S;— O, substitué¢ au bras du
levier S, — B.

(*) Valeur du parallélépipéde [ KGA|) intuitive par la Géométrie.
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I équation d’équilibre du eguidon s’obtient en égalant la somme des
| [ g 8

termes du premier Tableau a celle du second Tablean.

4 . . . . , 5 . . .
95. Lquation dn guidon simplifié. — La part de l'inertie qm vient
de la roue directrice s’écrit

— B, s, ncosh, 4+ (B, — C,)n’sinb, cos, |

. d, . . . )
> ‘smo& cosf 7o sint cosa sinfl cos7, sina ] )
( ‘\‘/
- )

Comme au n° 86, je néglige le second ordre des angles v, § et, par
snite, de leurs fonctions o et 3= —1f,. Le second facteur contient un
terme fini : sinv cosa. Les deux autres termes sont du second ordre, car
:T? est du premier ordre (n° 66).

En résumé, le terme d'inertie de la roue directrice simplifié est

(1) — B, s,ncosf, sinv cose..

Quant a l'inertie du cadre, elle se réduit d’abord a

:—j—f—‘ | 2Resnsinf + Lin® cos®6 | — %’ swResn.
T ]
D'apres les formules du n° 66, :jf' est du premier ordre et ((—if;, d’ordre
26ro. - ‘
l.e terme en :—/{ﬁ est donc du troisieme ordre et le terme en /L//' du
premier. ‘ ‘

Comme les coefficients .Re et L ne sont pas tres éloignés de I'égalité,
on n'a pas a craindre des compensations numeériques venant de leur
disproportion, et 'on peut limiter les termes de l'inertie du cadre &

v
(2) ~— . pResn.
1

Il faut maintenant examiner les termes venant de la pesanteur. Jai

N
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d’abord le terme de la roue directrice
(3) — ., Rgsinwsinf,

. . . dn,
qui est de premier ordre; puis deux termes en g;l—{cose :

g R eosh| 1, Rsinfsina 4 pe].
¢ d-\{ v v

Le premier terme du crochet est du second ordre, et le second d’ordre
7€r0.

Il'importe de comparer aussi les coefficients finis 1., R et pe. On peut
adopter

. kg o am
U o= 70E, e = 0", 15,

— B kg D ___
w, =575 R=o",38,

d’ou 'on tire
pe 10,5

R 3,9 '

Le résultat est favorable et 1'on peut sans crainte réduire le terme
étudié a

D) y.egi% cos 0.

L’équation du guidon simplifiée s’obtient en réunissant par le signe
égal la somme des termes (1) et (2) a la somme des termes (3) et (4), ce
qui donne

E . d«) - . . d’r‘
B,s,ncosh, sinvcosoe + = nResn— ., Resinwsinf 4 meg = coslh = o.
d.], v 30N Bt i YO (v

Je remplace

b, par —0, (n® 88),
s, » COSM (1L, n°® 66 bes, valeur approchée),
é y (sine =) cosd (n° 66 > ).
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I’équation du guidon devient

Rsinw—c¢ ()7
— COS i~
lcosa

sn [B, cosf3siny + . Re

Rsinw —c¢

M I (@ .
— 1, Rgsinwsinf — weg ;

sinf8 = o.

I{ o |
Je remplace enfin 2 par sa valeur - tangas (n° 87), B, par 21, R*

(n® 4) et je divise les deux membres de I'équation par Rgcosf. Elle
devient
e we Rsinw— ¢ 0
Uy 8N —+ r 1 tang

(1) '

e Rsinw-—¢

. R Rs2
= (2w, sinn + the—gp—n | 5 -

-~ tang .
R l [ g 5
Cette équation peut encore s’écrire, en remplacant le second facteur
du second membre par sa valeur (3) dun® 86 bis, puis tang s par —tangf .

' we Rsinw —e¢ h — oL, e Rsinw — ¢\ | o
(I) {J,,—{—~E — tang = | 20, 810 H N U — tang .

96. Application numérigue. — Pour se rendre compte de 'impor-
tance relative des divers termes, il convient de faire une application
numérique. J'adopterai

e=0",1) = 95" U = 70"¢
R=0,38 m, = DLk
=1 , 10
¢c=o0 ,08
De ces données on déduit
° _ o 305 .o Rsing—c¢ o S 34
= 0,999, sinn = 0,422, ——— =0,073, 2 sin, = 0,844,
e ke . . e Rsinn—¢ ke . .
K= 27 ,6, Rsin—o0,16, b =250, 1— 2sin7 =0,156

Rsinn-—c=0,08 ., (1 —asiny)==0",78,

20
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e Rsinw —¢

Ces constantes fixées, je remarque que (1 ————— a pour limite

e Rsinn — ¢

ra PYPaveey e . . .
supérieure 1L ————— et en differe de sinw — sing). Je suis

4
R lJ R {
ainsi conduit a prendre les notations suivantes :

' ve Rsiny —¢ kg
W=y =

N1

lA”

! :{J.

~!I®
|
<
&
O

Comme 2 siny différe peu de 1, je poserai encore

m__ mte e N kg ~Q
=, (1 — asinn ) = 0%, 78.

Avec ces notations, I’équation (1)" du n” 938 pourra s’écrire
(1) [+ p/ (sinw —sinw) | tangf, = [+ p”" (sinw —sin ) — v | tangh.

97. — Conséquences; nécessité des déplacements latéraux duw corps.
— Je trouve bien, comme il était & prévoir, une valeur de 0, de méme
signe que 0 : les dewx roues doivent pencher du méme coté dans une con-

version. Mais ce qui peut surprendre, c¢’est de trouver la valeur
0,<<0 [formule (1), n® 96], |

alors que la Géométrie impose 2 0, la nécessité d’étre supérieur a 0; cela
est intuitif et résulte d’ailleurs de la formule

sinf, = sinfl cosy — coslsiny siny (n® 37)

st I'on se rappelle que 7 est négatif quand § est positif (n° 86 bis).

Il résulte de cette contradiction que la positionnormale (0 =0 =0 =[)
est la seule position possible d’équilibre sans les mains. Zinse, il serait
impossible d’effectuer une conversion sans les mains.

Mais la conclusion n’est valable que si le cavalier observe I'hypothese



THEORIE DU MOUVEMENT DU MONOCYCLE ET DE LA BICYCLETTE. 145

du caleul de maintenir son centre de gravité dans le plan du cadre. C’est
done par un déplacement latéral du corps que le cavalier devra, non
seulement déterminer un changement dans le régime d’équilibre, mais
encore conserver le nouveau régime.

98. Influence d’un déplacement latéral du corps sur les équations
de Uéquilibre. — Pour I'équation de chute, nous avons vu que 'équi-
libre s’établit sensiblement entre la force centrifuge et la gravité. Or le
moment de la premicre force n’est pas changé sensiblement par le dépla-

cement latéral du corps. Quant au moment de la gravité, il était nghsinf;
il sera maintenant
mghsin (0 + ¢),

en désignant par ¢ le déplacement angulaire du plan qui passe par le
centre de gravité et la trace OI du cadre. Ainsi, 'équation d’équilibre de
chute sera

{J;R]l%sz tangacosl + wghsin (0 +c)=o0 |[¢/l n° 86, éq. (3)].

Je passe a I’équation du guidon. ll n'y a vien & changer aux termes de
\ . . . d, d
ia roue directrice; les termes du cadre contiennent — ou —

- d\;; ils viennent
do M 0N ‘ '

€5 et - Or, les variations de ces vitesses virtuelles sont négligeables
quand le corps se déplace latéralement. Ainsi, I'équation du guidon n’est
pas changée, et les deux équations approchées de I'équilibre sans les
mains sont, pour de petits angles,

(36) o= L,

9

Rs
§ — _ pHp(e—mn) —u" RRs?
(OA) T 7 Tl oy — - T o
P = (0 —n) 8

o,

ou, en portant dans I’équation (37) la valeur de a tirée de (80),

! /4 . /3
_ W (o—mn)—p :
= ey ().
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La présence de ¢ dans cette formule la rend compatible avec les rela-
tions géometriques et rend possibles les conversions sans les mains.

§ M. — SrABILITE DE 1’ EQUILIBRE AVEC LES MAINS.
99. Force wive des trois parties de la bicyclette. — Inutile pour les

équations de régime (n° 80), elle devient nécessaire a calculer ici. Ia
double force vive des roues a pour valeur

Roue motrice....... o Ty = A p2+ B¢+ Cy 12
= A p2+ By (s + nsinb)>+ C,n? cos2l;

Roue directrice. . ... oTy= A pt+Big} +Cir}
= A pi+ By (sy 4 nysinly)2 4 Cyn? cos2;.

Je passe a la force vive du cadre monté; son mouvement se compose
de trois parties : Ja translation qui résulte du roulement de la roue motrice
sur le sol IR s; la rotation d’entrainement ¢ — Ip 4+ K n autour du centre
instantané O; enfin la rotation du cadre — +'j autour du centre S de la

roue motrice. I.a vitesse d’un point M est done
M =1Rs -+ |P(M —O) — ' lj(.*\l —S)
I.e dernier terme s’écrit

— A |JM—8)=—4|j(M—0)—|j(0O—S8)
= —/|j(M — O) + R/l

Je porte la derniere expression de — ' | /(M — 8) dans la valeur de M’ et
je pose

V=0 —4'j=1Ip+j(nsind —1") -+ kncosb;
J obtiens, pour la vitesse M’, I'expression binome

M = IR (s +7) -+ | W (M — O),
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Je désigne par V et V, les deux termes de M'; on aura, pour le carré de
la vitesse,

2 4
?\'1’2::\72—{-2\7}\7,—}—\7], V =1IR(s +1),
o) ‘ 7 1
(1) () (3) |V,=|VT(M-0).

Chacun de ces trois termes donne lieu & une force vive que je calcule
(1) Z mV?* = uR*(s+1).
(2) 2 2 mV[V, =53 mR(s ) [ 1V} — 0]

= 2 LRA(s 4+ ") [I‘l"’/{] = o uRA(s + ') (nsinh —').

(3) 2 mV? = Ap’+ B(nsinh —1')* 4+ Cn®cos’ — aLpn cosh.
(Formule connue et n® 2.)

I.a double force vive du cadre monté estla somme de ces trois parties :

(1), (2), (3).

On a un résumé, pourla double force vive de la bicyclette,

Cadre monté...... 2 Ty=pR2(s + 7"+ o pRA(s 4+ 4" )(nsinl — )
+ Ap2++B(nsinh — /)24 Cn2cos2l — 2Lpn cosh,
Roue motrice.. ... 2Ty =Ap2+B,(s + n sinl )24 C, n2cos?H,

Rouedirectrice. ... 2Ty=A,p?+ B, (s, + n,sinf,)2+4 C,njcos2b,.

100. Formation de Uéquation de chute. — L’équation de chute est

(= X~ e

Je rappelle que 'on a 6':]) et que les trois vitesses indépendantes sont

s, p et ¥. L’expression de 2'T' contient en outre les vitesses n, 7', n,, s,

et p,, qui sont fonctions des premieres d’apres les formules établies aux
n* 66 et 66 bis. On a donc

dr  [(JT oT d+/ dT dn ﬂ dn, 0T ds, ()_T dp,
dp = \op T ardpy T oonap oy dp Toas dp T g dp )’
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et 'on en déduit

(.lI ’__ (_)_'l: /—’r— o\ dv/ o1\ dn oT [ dn'\' 0T /dn\’/
i) =\ 5 ) ao ) e ) ()
Je m’occupe d’abord du cadre monté, qui est la partie la plus importante

de la bicyclette, et je calcule chacune des trois dérivées partielles de sa
force vive :

(1) %:Ap — Lncosi,

0T ; . .
(2) ?r—? = uR*(s + 1) + pRA(— s — 29"+ nsinl) — B(nsind —"),
0 . Ty e .
(3) - 10 = uRA(s + 1) sinl 4 Bsinb (nsinf — ") 4 Cncos® — Lp cosh.
!
Quant aux valeurs des coefﬁcients différentiels d et dl; elles sont égales
dp dp

Z § o 0N M 1
(n°66)aux valeurs de — 2 " et deja trouvées [ (1),fn° 66]. Ainsi 'on con-

nait ‘%; on en déduirait <%°> en dérivant I'expression trouvée par rap-
port au temps. Les termes ainsi trouvés, ajoutés a ceux qu’on a déja obte-
nus pour le cadre (n° 88), fourniraient la partie de I'équation de chate
qui vient du cadre. On aurait de méme les parties venant des deux roues.
Le calcul complet menace de conduire & des écritures aussi longues qu’in-
fructueuses: il convient de chercher seulement, pour les retenir, les
termes qui intéressent notre probleme de stabilité.

101. Forme de Uéquation caractéristique de stabilité. — Soit [ le
premier membre de 'équation de chute dont je veux éviter d’écrire le
développement complet. I.équation caractéristique de stabilité (n® 76)
estici

df ar af
AL )\ P A —+ o o

ou, en remplacant &' par p,

(G) L+ fx— Y =
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Je vais étudier les termes extrémes et montrer qu’ils sont de signes con-
traires ; il en résultera quel’équation caractéristique (C) a ses racines réelles
et de signes contraires. Par suite, I'équilibre sera instable.

102. C()(/jwwnt [{(l() e équation car acterwtzque —- Des trois termes

del'équation de Lagrange modifiée (n° 80), ( T) est le seul qui contienne

des accélérations; ce sera le seul a fournir des termes de f - Je m’ocenpe

d’abord du cadre monté. Je trouve dans 0——— [(1), n° 100 ] le terme A p qui,

r

r_. 14 ZJ‘
dérivé, donne dans (dp) le terme Ap'. Ce terme donnera dans Zié le

terme A. C'est un terme considérable, puisqu’il représente le moment

d’inertie du cadre, avec son cavalier, autour de la trace Ol de la bicy-

[(3), n® 100], an

. . . dT
dernier terme — Lipcosf; ce terme fournit, dans l’expressmn de —;l;‘
(n° 100), celui-ci :

clette. La vitesse p figure aussi explicitement d

dn
— Lpcosf o

" 1 I
Outre que L est notablement plus petit que A, la valeur de P st
dp dl

comme on l'a expliqué au n° 86, du second ordre par rapport aux

I

dn ;e
angles 0, v. Ainsi le nouveau terme — Lcos@ 1e Jf, est négligeable

devant le premier A. D’autres termes en ]) entrent 1mplici’tement dans

N /
<~d;)9> » pour la raison que " et n sont des fonctions de p définies par les

formules du n® 66. Mais tous les termes ainsi définis sont négligeables,
comme 1l est facile de le reconnaitre.

aT dn JT
D 0 . 0 N
Prenons, par exemple, <~(—)7> d/;’ T contient le terme . R*%’ (n° 100);

on doit remplacer 7’ par sa valeur déduite de la formule (1) du n° 66 :

/ —Y
N = —— P,
! xcosﬁl
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.

dT\/ L, .
Quand on formera (7)7,9> »la dérivée du terme .I*+" contiendra un seul
1

terme d’accélération
— y“ v
3 xcoa(i[ ’
dT,
soit, pour < > le terme
dp

. 2 54 dy'
PR x cos(J dp

/

d-
ou, en remplacant an par sa valeur —
D éi/)

v

A
cos

-+ nR? < 0059> P

Le moment d’inertie 1. R* est déja inférieur a la moitié de A ; y 6est du

premier ordre par rapport aux angles 0, v, et contient en outre le facteur
Rsinp — G
———— < 0,073. Ainsi le nouveau terme en p’ est négligeable devant

Ap'. Onvoit de méme u’il en est ainsi de tous les autres. La roue mo-
trice donne le terme A p" que I'on peut confondre avec le précédent Ap/,
ce qui revient aaugmenter légerement la constante A ; enfin la roue direc-
trice aura une légere influence additive qu’on peut, par approximation,
confondre aussi dans Ap'.

d
En résumé, I'expression de / peut étre réduite a la valeur
daf
ay =
103. Deux remarques sur la nature du coefficient fde[ équation ca-

ractéri&tique. — Il importe d’abord de bien préciser la sigmfication de la

de - Le degré de liberté de la bicyclette est 3, et les parametres

choisis sont les angles de roulement, de chute et de guidon o, 0 et y. Le

premier ¢ n’entre que par la vitesse de roulement s, mais jamais par lui-
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méme. L’angle v n’entre que par lui-méme et non par sa vitesse, puisque
I'angle de guidon est maintenu fixe par la main du cavalier. Enfin 'angle 6
entre par lui-méme et par ses deux premieres dérivées. De plus, les quan-
tités v, s, 0, 6, 6 entrent, explicitement d’abord, puis implicitement dans
les autres variables, angles, vitesses ou accélérations. Cest ainsi que la
vitesse de conversion n, al'état de régime, a pour valeur

n:—_%stangm [(2),n°86].

Elle est donc une fonction de s et aussi de Pangle «, qui lui-méme est une
fonction de § et v définie par les formules du n® 87.

daf

Dans la dérivation 5 les quantités v, s, 0, 0" doivent étre traitées

comme des constantes. C’est ainsi que I'on aura, par exemple,

dn R dtanga

W—_ZS 49

dtango

La dérivée — doit étre déduite des formules dun® 87; on a

cos7 siny

tang o, = cos cosy 4 sinf siny siny (n b7>'

On en déduit

d tango Jdtanga dtanga d-
g% __ g 4 ge an

d9 29 dn  di’
Je caleule d’abord
dtango — cos7 siny . o o
09 7 (coslcosy + sinfl siny siny)? (— sinf cosy ~+ cosf siny sin),
Jtanga — siny siny cos7 cosYy . .
on cosfcosy —+sinfsinysinn — (coslcosy—sinfsinysiny)? sinfsin [ cos.

. dn —¥ o . . .
Sil’on remplace 75 par— (n° 66), on voit que la deuxieéme partie de la

dérivée de tanga est négligeable devant la premiere. Celle-ci est daillears
du second ordre par rapport aux angles 9, v.

. .\ Co df
Voici une deuxieme remarque destinée a simplifier le calcul de —d%;
C.

21
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J contient deux especes de termes : d’abord la partie ¢, qui représente le
premier membre de I'équation d’équilibre, puis la partie ¢, qui est nulle
dans un état de régime. Chaque terme de la partie ¥ contient en facteur
une accélération ou une vitesse nulle p’, p, ¥', v'. Envisageons par

/4 . 7 \ . ZP .
exemple le terme Pp; dérivé par rapport a 4, il donne le terme %e—p qui

s’annule encore quand on remplace p par la valeur zéro correspondante
a Iétat de régime dont on étudie la stabilité (n° 76). 11 reste donc seule-
ment a dériver la partie ¢ par rapport a 9.

. . d y . . ;e e ey
104. Signe du coefficient _d}(; de U équation caractéristique de stabilité.

— Je prie le lecteur de se reporter au n° 83 qui offre tous les termes du

remier membre © de l'équation d’équilibre. J'examine d’abord 'action
p 1

. 7 7 dZ . B
de la gravité sur le cadre monté - mg—-,je lis
g g

. d‘f‘,
— wghsind — pge COS@E-

Dérivée par rapport & 8, cette expression donne
. pdr N d?n
— wghcost + wge smed—0 — wgecosh T

Le premier de ces trois termes est essentiellement négatif. Pour évaluer sa
valeur numérique, j'adopte les nombres

— .-Ok%’
!J'—— / ) y N\ ot \ 1
d’'ou  wgh = 70 kilogrammetres (").
/L g [yaste) e}

m

|

1

Le terme suivant est négligeable devant le premier, car il contient deunx

(') p est exprimé en kilogrammes-masses; p.g, en kilogrammes-poids, de sorte que p.gh
est exprimé en kilogrammeétres.



THEORIE DU MOUVEMENT DU MONOCYCLE ET DE LA BICYCLETTE., 1H3

facteurs petits sinfl et pu1s uge est inférieur a .gh. Le troisieme terme

dz
meérite plus d’attention. Il me faut calculer de’l au moyen de la formule

dn _ —y ,
ge——-——‘xcose [(I), n° 66J-
J obtiens
_dy
dn_ Ay dr__y
d0 Tz cosh x* cosl df 2 cos2f

sinf,

d’ou je déduis

o

d*n we dy o 1 dx . )
_u,becose T gy T ksey ——;g@+tang6$.

gy,c% et tangf sont petits; doncle deuxiéme terme du crochet est négli-

geable. Il en est de méme du premier, car, sans faire le calcul on reconnait

que - ~ d ~ est petit. Reste & examiner le premier terme g— =5 . Pour cal-

culer f%; je pars de la valeur de y (n° 89)

y =sinf | — acsin® l; sin —+ (¢ — Rsinw) tangf siny ¢ sinn (1— cosy)

cos 0 9111«{ Z

sin0 |

~+ (¢ —Rsinw)

Le premier et le troisieme termes du crochet se détruisent; le deuxieme

. dy , T
et le quatrieme donnent pour —C‘lze des résultats négligeables.

Apres la gravité du cadre, je considere celle de la roue motrice. Elle
d .y .
donne, pour d;é’ le terme — 1., g R cosl, qui s’ajoute simplement au terme

semblable du cadre. Enfin la roue directrice donnera un terme d’une

forme un peu différente que I'on peut, par approximation, confondre
encore dans les précédents.
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En résumé, I'ensemble des termes de la gravité peut étre réduit a
— ughcosf,

pourvu que, par le coefficient g%, on représente, non pas seulement
celui qui vient du cadre, mais celui-ci augmenté d’environ 2 . R, provenant
des rvoues. Cela revient, si 'on veut, a négliger les roues et a augmenter,
par compensation, le poids du cavalier.

Je passe maintenant aux termes venant des forces centrifuges. Le cadre

fournira encore les termes dominants. Le plus important des termes de

O | AN
———Z‘mM <76_> est

— wR/Asncos 6.

Dans la dérivation par rapport a 6, il donne les deux termes
, . dn
~+ wR/A snsin — v.RAs cosfl 0

Le rapport du premier de ces deux termes a celoi de la gravité est

wR7sn sin
2
— ughcosl

S

R . . .
ou, en remplacant n par sa valeur n == - Stanga. [(2), n° 86 |, et simpli-

fiant,
Rs2 R . P .
z ~ tangotangl ==+~ tang®6  [(3), n° 86 bis|.

Ce rapport est négligeable. Le second terme est aussi négligeable devant
celui de la gravité, car il est aussi du second ordre par rapport aux angles
6, v, d’apres la premicre remarque du n® 403. Tous les autres termes
venant des forces centrifuges de ’équation d’équilibre donnent lieu a des

termes (ui, visiblement, sont au moins du second ordre. En résume,
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d A 7 . . s
d—‘g— peut étre réduit sensiblement au terme de la gravité
— w.gh cosf.

Ce terme est essentiellement négatif.

105. L’équilibre de la bicyclette est instable quand le guidon est main-
tenu fixe. — L’ équation caractéristique de stabilité est

df <y | dfs . df
3177\ 2;7\ —l‘—‘ 30‘ — 0.
Nousavons\ U estpositif (n° 102). tand; U est néeatif (n° 104
ousavons vu que o est positi (n ), tandis que — est négatif (n ).

On en conclut quel’équation caractéristiquea sesracines réelles et de signes
contraires. Il en résulte (n® 76) que lemouvement estinstable. 1l est & re-
marquer que les termes extrémes de I'écuation caractéristique ue nous
avons considérés sont indépendants de la vitesse de roulement s. En exami-

df L : :
nant le terme ZZFX’ on voit u’il est peu important, et ’'on en conclut que

I'instabilite est sensiblement la méme que si la bicyclette ne marchait pas.
On se rend compte, en effet, (que la marche de la bicyclette ne peut pasavoir
d’influence sensible sur la stabilité, quand le guidon est maintenu fixe.
Pour le voir, imaginez que 'angle de chute § soit trop grand pour la
vitesse s et I'angle de guidon v; 0 tend & augmenter par effet de la gra-
vité qui 'emporte; le moment de la pesanteur, déja trop fort, augmente;
mais l'angle v étant maintenu fixe, la vitesse de conversion n n’est pas
sensiblement changée. Le moment de la force centrifuge reste a peu pres
constant et tend méme a diminuer. La pesanteur 'emporte de plus en plus
sur la force centrifuge. ’

On voit par la le danger que pourrait courir un cavalier dont le guidon
serait, pour une raison quelconque, invariablement fixé au cadre. La chute
serait pour lui inévitable. Gertaines bicyclettes portent une clavette qui

permet d’arréter ainsi le guidon. Cette disposition ne parait pas sans
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danger; il suffirait d’une inadvertance ou d’un hasard facheux pour étre

exposé a une chute certaine.

106. Sur le maintien de Uéquilibre ¢ U’ aide diw guidon. — Le résultat
du n® 105 montre que I'on ne peut pas monter a bicyclette sans appren-
tissage. Il n’est pas question seulement d’étre équilibriste ou méme adroit.
Il est indispensable d’apprendre par expérience la corrélation qui existe
entre les mouvements presque insensibles du guidon et le relevement ou
la chute de la bicyclette. Nous avons vu le peu d’influence d’un déplace-
ment latéral du corps sur I'équilibre. Toute I'habileté du cavalier réside
done dans la maniére de conduire le guidon; et il faut qu’il le fasse avec
calme et méme avee lenteur. C'est pour cela que les personnes vives et
nerveuses ont cuelque peine a apprendre la bicyclette.

Je rappelle a ce sujet I'expérience que j’ai indiquée au n® 86 bis : Un
cavalier, habitué & conduire avec les deux mains, ou méme seulement
avec la main droite, éprouvera quelque difficulté a conduire pour la
premiere fois de la main gauche, ou en tenant le milien du guidon, au lieu
des extrémités.

D’apres les résultats obtenus, on doit comprendre ainsi le jeu du guidon
dans I'équilibre de la bicyclette et la stabilité qui en résulte :

Le cavalier se place dans une position voisine de I'équilibre; mais
I'angle de chute est, par exemple, a gauche et trop grand. Il y a commen-
cement de chute a ganche. Pour la corriger, le cavalier tourne a peine le
guidon a gauche; quoique insensiblement, il le fait a I'exces et le cadre,
apres s’¢tre relevé, dépasse la position d’équilibre. Le cavalier tourne le
guidon a droite et dépasse encore la position d’équilibre. Ainsi, le cava-
lier oscille autour de la position qu’il cherche, tout comme s’il était en état
d’équilibre stable.

I’explication que je viens de donner est confirmée par I'observation des
traces marquées sur le sol par une bicyclette en marche rectiligne : on voit
les traces des deux roues s’entrecouper presque périodiquement, ce qui

indique que I’équilibre est rompu alternativement dans les deux sens. Il
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faut ajouter que la périodicité des coups de pédale tend i régler et a
rendre périodiques les oscillations du cavalier. Les commencants donnent
aux oscillations des amplitudes exagérées ; les cavaliers exercés les réduisent
au point de les rendre a peine sensibles. '

§ 1V. — EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS UN ETAT INFINIMENT VOISIN

DE LA MARCHE RECTILIGNE.

107. Limitation du probleme. — Par ce qui précede on peut juger
de la complication qu’entrainerait le calcul complet relatif a la stabilité
d’un régime quelconque de 1'équilibre sans les mains. D’autre part, nous
avons vu qu’en dehors de la marche rectiligne, le cavalier ne peut obtenir
de régime d’équilibre que par un déplacement latéral du corps.

Il en résulte que les conversions sont limitées a un assez grand rayon.

On aura donce une idée suffisante de la stabilité en se bornant au cas de
la marche rectiligne. Les formules regoivent dans ce cas une grande sim-
plification, parce qu’il ne reste a conserver dans les équations du mou-
vement que les termes du premier ordre par rapport aux infiniment
petits

6’ Y, e/) ~ 6//’ ,\(//.

Il importe, pour la facilité de leur usage, de reporter ici les formules
répandues dans le Mémoire et dont nous aurons besoin, avec les simpli-

fications que comporte le cas particulier qui nous oceupe.

108. Formules simplifices. — Dans la formule (2) du n® 86, je fais
le changement de notations qui consiste a remplacer @ par » et ¢ par 7
(n° 88 bis). Quand on néglige le second ordre, cette formule devient

=1.

Des lors, la formule (1) du méme n® 56 montre que la variation v, de

I'angle du cadre v est du second ordre. 1l en est de méme de sa vitesse 7.
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Ainsi, quand on néglige le second ordre, les formules du n° 56 donnent

’
(1) w="1="1,, w =1v'=o.

Les angles o et {3 calculés au n® 87 ont pour valeurs principales

L =" COSY
(2) i 3}

= —0,=— 04 vsinv,
1 ]
d’ou 'on tire leurs dérivées

’ ’ .
o =7 cosn,

(=—0 =—0 4 sinn.

Je considere maintenant la valeur (2) de y trouvée au n° 89. Elle se
réduit a son dernier terme; pour I'écrire, je désigne Rsinw — ¢ par la
lettre c,.

Celle-ci sera traitée comme une constante, parce que la variation de ©
est du second ordre.

J obtiens ainsi les formules
’ / /
(3) ¢ =o, y=—=c, y=—c.

J’al ensuite la série des formules déduites des formules (1) du n°® 66 :

d’l] Cy , d'f) ! [ J

& =77 (@) =77

dn c . dn\’ .

z{:-li(e——ysm'q), (J{):—l‘(p—-y'sm'n),
(4) dv dv\'i__

7 =9 )= 9

dv ¢ dv ’___0

dy — T’ dy) —

A ces valeurs, il convient de joindre celles des dérivées

ds, ds,

v On les
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déduit de I'équation (8o,) dun® 66 par les formules

ds, __0sy dn doy dvy dsy _ dsy dn do, vy

AV T o db v oy ab’ Ay T on dy T oy dy
Je trouve

day _dn_cr,
dy T db T v
de, dn lo.—y dv dn cy lcosn + ¢,

= dy R & a7  wr D

(5) 3

d’ou l'on tire
/do" ! Ciy
\dbi VAR

ds,\' __ [dn ¢y Leost4-c¢y
(%) =(7) ~ =y

Les équations des vitesses ('), (n), (o) du méme n° 66 donnent en-
suite (')

’ c

W =Tp (O —ysinn)y
(= o quand on néglige le second ordre),

R 01.\//__R o Ao Cy o7
n :7045—!—'7‘ —70()8{}.‘&"*“7'}’7

g =s(1—a')+n ll}?y .

Je passe aux vitesses de la roue directrice trouvées au n° 66 bis. Les

(*) Dans P’expression de la force vive, on aura besoin des termes du second ordre; c’est
pourquoi on les a conservés ici.
G 22
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équations (1) et (I) de ce numéro se réduisent a celles-ci :

ry=1n

q,—9$, +n1647
‘19
p.=p — Y siny,

(7). {\s, =5, — (po-r-a'+ 78, cosn)

|

—l- 2 o
:Se(O’ﬁS%’*/l‘y = 7—}—po<.—1—*(’6,c05’q> [(()), n® 108)],

R c
n,=n-7y cosn = 7 €OST.YS + 7' ~+ cost )Y

Jaurai besoin aussi des rotations virtuelles de la roue directrice (n® 59

et 60),

M a o .dm dv . ds,
(0) 0,=1— 2% +KS+ /50,
(2Y) I'=G6G— -Cl’ﬂ_+1§@+. da,

( P J dy dy Ji dy ?

et aussi des vitesses de ces vecteurs, réduites au premier ordre; on a

d’abord
o ! g dn v ds, AN e (AN o (ds N
O =I— m‘*‘].;ﬁr*](m)’f <m> +J1<m>"
1. 2. 3. 4. 5. 6.

Dans cette formule, je dois faire

'=1Jn [(4),n°5],
J=Kp—1In [(5),n°5],
[, =Kp,—1In,=K(p—y'sinng) —I(n+7v'cosn) [(5),n°Tet(7),n°108],

J=5=1
. , fq . / 4 1
La valeur de I", se déduit de celle de O en remplacant Z(IT) par 2%«—( dans

les termes qui suivent le premier; puis le premier terme I' doit étre rem-
placé par la valeur de G’ déduite de

G = — I'sinn + kcosy (n® 47),
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G'=—1'sinn + & cosr,=— Jusinn, — Jp cosn [(4) et (5), n° 3.

N R 1
[l suffit enfin de mettre, a la place de Z"Jg’ -+ les valeurs (4) et (5) du

présent numéro pour avoir les expressions cherchées de 6 et I',
savoir :

0 A V4 Crr.)
0 =—+Jn — Iy —+ Iy
1. 2. 3. 4. 5. 6.
v . . dn\’ dn\' ¢, Lecost -+ ¢ Vi
I', =—1J(nsinn + p cosw) ——J<67> +J[<—(F{ +_7—Tﬁ(}
ou, en définitive,
0 =1Jn,
8 J all . l S
(8) I' =J{ — nsint — pcosn —+- €1 1eos 'f,ici v ).
' l R

, AT\ [dT\ : /
109. Termes (W> et (%}—,> relatifs aw cadre. — Nous avons trouvé

N

pour T/ aun® 99 :

2T, = vR* (s + 0" )* + 2uRA(s + %) (nsin — 1)
+ Ap* + B (nsinf — ") + Cn® cos’ 6 — a2 Lipncos.

. . . dT, , .
Cette expression doit fournir (%70"” » par exemple, et 'on doit seule-

ment retenir les termes (ui sont du premier ordre par rapport a 6, ~, ¢,

7/7 e//7 _\{//'

.o dT, AT . . .
Ceux-ci viennent des termes de — (ou 7[7)-) ui sont aussi du premier

ordre; & leur tour, ceux-ci viennent des termes de T, qui contiennent p
multiplié par un facteur du premier ordre. On peut done réduire 2T i la
partie qui est du second ordre, savoir :

26, = 2 Rs0 + 20 RAs(nl — 'n’) + Ap*+ Cn* — aLpn.
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Je remplace n et ' par leurs valeurs (6) (n° 108), et j’obtiens

2@0::-2U.R<R—/L>ELS[“’])—1—(6———’]/Sin’fl‘)‘-’,]
—+—2mRh56< o 7>—{—Ap+ ( cosnys—}— >2

——2Lp< COS™.YS —+ ~(>

je tire de cette formule les suivantes :

d:;[ = R(R /L)-"9—{—Ap L< cos,. (5—}— 7 >,

ffﬁ_yﬁ( — 1) (8 —ysinn) + pRAS 50

+CE < Cos.Y§ + 17> Lc—l‘p,

(86) >_—UR<R———/L>l‘{S—{—Al)~—-L< cosqu+ (>'

T

—UR(R-—-/L)—S(/)——(smn)
(%Y) R Y ¢
—|—UR/L 7S +CY < cosm. (5—{— )—L—l’«p’.

dT/ 11T/ ooy . ,
110. Zermes ( 77 > et <ZZ—,> relatifs a la roue motrice. — On a trouvé
|

pour cette roue (n° 99)
2T, = A p*+ B, (s + nsind)* 4+ C, »’ cos*f.

Je remplace n par sa valeur (6) (n° 108), et je conserve seulement les
termes du second ordre

2G,= A, p*+ 2B, se[ cosr,ys—{— ]-4—(][ cos,. (;+”/]
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De cette formule, je tire
de
ap =
G - ‘R ]
(_Zi; =B, 505 + C, (2 4 cosn) | 5 cosn.vs + 4|,
vy [ l I s
puis
N dT, ,
(06) < d/)> = AaP’
AT\ ¢ i
(ey) (d,'>:B, l‘ps—l—(),l'[lco%n]’s—i—f]’”]
TN/ (T . .
1. Termes (25 et (%5 de la roue directrice. — La double force
b dv/

vive de cette roue est

2T, =Ap'+B,¢+GC,r.

Le premier et le troisieme terme ¢tant du second ordre, il suffit de rem-
P >

v o \J “ \. o .
placer p, et r, parleurs valeurs principales (7) du n® 108 :

po=p— sin7,

P, _.__...l{ . az o C’ Y ‘\,/
Py == 7 COSTLYS A= (5 = cosT )Y

Quant a ¢,, ¢’est un terme fini qui, d’apres les formules (7) du méme
numéro, ne differe de s que d’un infiniment petit du second ordre ¢. La

partie du second ordre de B, ¢} est donc 2B, s¢. J'ai done, pour rem-
placer 2T, 'expression

2G,=A,p,+ 2B,se +C,r.
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Jen déduis
de, dp, n . de . dr,
?;_Aljj‘l—(_[[; +l;il§://4)—l—(-‘1r‘_(7/;
dz
:A,p1—l—]3‘5?[/;)
de, dp, de ~dry
Vd-\l/’ [— Ai[)i 7:{7 —+ B‘.S .d__“", ~+- (Jl I”i ?[7

. [z :
= — A,p,sin7 4 B‘SZ{Z«?’ + C, <fz‘_, -+ (:05'r,>r’,,

puis
dTl,\/ I i, NI
(Tp > = A, (p — 7" sinn) + Ba'5<d[)>’
AT\ . Y /N NN
<T> = — A, sin7(p'— " sing) + B, s <z>

4 R .
(o) St (5 o) ]

Il reste a calculer les termes qui renferment ¢ = ¢, — 5. On a pour cela

la premiere et la quatrieme des formules (7) du n® 108, lesquelles donnent

lo—y
S 2 A - .
e= NS e — po— 0, cost, +n,0;

reste A remplacer n et 2, par leurs valeurs (6 et (7) du n® 108]. Jobtiens

J
de = —cos
dp - ) I "
de _le—yo g cost, -0, (< 08",
dy'_ R l ! B 7+Cbr‘

a7

2y l/ S 2y . i s
— %ﬁi}"{:ﬁi ¢+ 07'(6 — ysing)  [(2) et (3), n° 108].

J obtiens, en définitive, les valeurs

de )/ ’
— — — % €087,
L/[) ] ]

de ! ¢ ¢, [ lcost, +¢ .
(c—lj{,> =+ p 7‘- -+ 7‘ <——%——' — sm'n> y’,

9" : 4 i ‘-7 § 1. /
qll ll faut pOI‘teP dans leS eXpl“eSSlOHS trouvees pOl,l[' ﬂ-‘ , > @ .
1 dp dy’
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Celles-c1 deviennent

(60) <‘“ ) = A, (p'—"sinn) — B,s7 cos,

dp
IT,\' , .
Py ¢ ¢y [ lecost -+ ¢ .
(oY) +Bsps + B, <~,ﬁ_' _ Sm,,‘>a‘,,$

. R : |
-+ C, (%‘ ~+ cos*r,> l—} cost.Y's —+ (L-[' - cos*r,) y”\.,
M M
M2, Termes — 2 m M ((l > et — ? K( > du cadre monté.

— Le premier de ces deux termes a été trouvé au n° 853. Il suffit de le sim-
plifier en conservant les termes du premier ordre seulement. l.es formules

(1) a (6) du n® 83 deviennent alors, en tenant compte des formules (1)
a(6) dun® 108,

() =% 2l =

(2) -+ io m[KO'M' | =

(3)  — X m[U(M—0)W|=— pRs [%005'4-75 . %]
(&) + 9 (M—8)W | =

(5) +(§—8>,Zm[ (M —$)N'| =S uR(h—R)Y's,

©) — (%) Sm KM —0)] =

On en déduit

(30) = m
dMY’

Le terme — Z mMN <d—> se deduit des formules (1) a4 (6) dun® 83
|

par la remarque du n® 91, savoir : on supprime le terme (3) et1’on rem-

\
(d I> = RAY 7 cost.ys®— R CT“\",S,
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d
phce dans les autres termes, 5 Par o J obtiens, en retenant seulement

l'Y
les termes du premier ordre, toujours en appliquant les formules (1)a (6)
du n°® 108,

W= S s —o

(a) —+ % Z m |[KO'M| =+ uRs fli (en — hp)

c R c A
= p,R7's(c 5 COST. Y s+e T'}" — /L/)) ,
v \

(3) néant,
I Y v/ .
1) — = D[ M=8)N | =o,

(5) +<§%>/zm[j(M——S)l\’l']. SR (h—R)s(p — 7 sing),
. dv '\’ ,
(6) —<3¥> N n[K(M—0)W | =o.

La somme de ces termes est

Z M/K l\(l> - fJ‘R%[“ (h— R)sinw + e%ilp‘/

C C
— uR? li sp + wRe 7|

R,
~ COs7.Y 8%

dM \
( > ct «—E m\l’} <de1 de la roue mo-

trice. — Le premlen de ces deux termes est donné par la derniére formule

(97)
|

113. Termes ——En M

du n° 81; le second se déduit de la méme formule par la remarque du

° 91. lls se réduisent, pour la partie du premier ordre, a

(c8) —Z nM <d“) = — B, sn=—8, s(% COST.Y S %7/>’
(a«‘/> _2 l\l/ <(Z\I> —_ % {L’R2])S.

1l me faut maintenant faire le calcul pour la roue directrice.

A44. Termes — Z m M’\ < M) el — 2 m Ml]l <%¥>, de la roue direc-
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trice. — Le caleul du n® 81 [éq. (1) et conséquences subséquentes| a
donné pour le terme de la roue motrice :

Roue motrice. . ... — Z <({\1> = [00']— 0],

T désignant le moment résultant des quantités de mouvement par rap-

port au point de contact O, et © la rotation virtuelle de la roue pour la

~

. ch R ’ N . .
vitesse ;7 =1. Alin d’adapter ce résultat a la roue d’avant, j'emploie la
0

notation adoptée plus haut et qui consiste a afecter de I'indice 1 les lettres
relatives a la roue directrice. J'aurai, pour cette roue,

_2 m;\’l’i (%)’___ 2,160,008 |—0
— Z m M (i(lzﬂ\)/:: u, 1,08 ]| — F'i‘ I,
i

Je dois calculer successivement ces quatre termes, en me limitant au

premier ordre. J'ai d’abord, pour le point de contact O, et pour le centre
S, =0, + R#E,, les vitesses

Oll:I{S‘]”
S =0 +R(—p,/j,+ 1, nsinb) [(5),n°3],

et il en résulte

w,[0,0, 8 ]=—u,Rs p,[0,1,/,]
’ ;- ne o v .
w08 |=—uv, Ry p |l 1,7,
Le multiplicateur des crochets des seconds membres étant du premier
ordre, par la présence de p,, il convient de prendre les parties finies des

crochets; par suite, les parties finies de 0, et I',. Or d’aprés les résultats
du n° 108, l'expression

(S(—)/\} (‘_‘)‘:—l /(/f‘—|—1§61/ J'%

se réduit alors K[*) et (5),n°108] a L. Ilen lesuhe que [0, 1,/ | estinfi-
niment petit et qu’on doit adopter

(1) v, 9, US|=o0
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N . N . . 8"’ .
Quant a la rotation due a la vitesse virtuelle s, =1, savoir

., dy .dz,
elle se réduit, d’apres le n° 108 [¢éq. (4) et (5)], a
Fi:G-f—-KCT‘:—lsi:1"n—1—lfcos*n+K07' (n° A7).

La partie finie de [I',T,7,] se réduit ainsi a cosv -+ %‘a de sorte que

I'on doit adopter la formule

(5) | [0S |=—u R s, p, (cos*n n 9{_«)

=—u,R® <cos*r, -+ C—l'> (p—+sinn)s. [(7),n° 108].

Je passe au calcul des deux termes restants — @;

I, et —I' | O,
Puisque 0’ et I', sont du premier ordre [(8), n° 108 |, il convient de limiter
OIT, a sa partie finie. Or JIT, est le moment résultant des quantités de
mouvement de la roue par rapport au point de contact. On sait qu'il est
représenté par I’expression

m(’a - A{])i ].1 +B| q«.]ll +C‘1 ry ]{1’

qui n’a pour terme fini que B,q,;, =B, sJ. Ge vecteur doit étre mul-
tiplié séparément par les projections sur lui des vecteurs

(-)" =Jn= J(E—jcos*r..]' s -+ %‘y’) a 7

, N [(8), n° 108],
v . ¢ Leosn 4,
‘l‘:J<—nsm*n—pcosw+7’-—T—1"> S

. . { cos . -
— J[——-p cost, — Elsnw, cos™.Ys — % <sm*r, — —Co-s%ﬁ> *{’] [(b), n° 108 |,

ce qui donne

(3) -@;'ml‘:“—B‘(S‘[%COST‘.-\{S+c_[’_‘\‘//A\’

, i R . crf .o {cos '
(4) —«I‘JSK,:—{—B,s[pcosw—i— 7sm"qcos*q.~(s-+—%(sm'q—~—cgs—%iﬁ>*{'l.
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En réunissant les résultats (1), (2), (3), (4) on obtient les formules
cherchées

(o) ——2 mM <d“> ~—-B,.cl?cos*r..ys—%—%’A{'],
. 2 m] \["(d?) = —u, R? <cos*n -+ 3—') (p—=sinn)s
b
a -+ B, s [p cost, -+ 1}sin'r, COS™.YS + CT‘ <sin*r, — %)y’].
113. Termes de la gravité. — Ces termes sont calculés dans les équa-

tions de I'équilibre, aux n® 83 et 94. Nous avons a reproduire seulement
les termes du premier ordre, savoir :

—+ Z mg E (no 85).

Cadre monté.. ... —uhgl—+ ueg% = —ughl4 y.egc?’y [(4), n°108]
Roue motrice. .. — i Rgb
Roue directrice . . — R gli=—pRg(h—ysinn) [(2), n°108]

—+ 2 m r—~— (n° 94).

1 ’ d o / T
Cadre monté.. ... ;Leg'cosﬁd =+ ue~g9—ue—]«smq [(4), n°108]
RRoue motrice . . . . »

Roue directrice.. . —p Rgsinwsinb=-pRsing. gh—u,Rsin?q. gy [(1),(2),n° 108]

116. L’équation de chute et U équation de guidon, dans un état infini-
ment voisin de la marche rectiligne. — Je reporte les termes (¢0) et (&)
trouvés aux n®” 109-113; je les dispose en tableaux, de facon a pouvoir
en tirer facilement les formules que nous poursuivons et aussi a recon-
naitre V'origine des divers termes, ce qui est favorable aux vérifications.
J'obtiens ainsi six tableaux ; la somme des termes des trois premiers égalée
a zéro donne I'équation de chute, la somme relative aux trois derniers
donne I'équation de guidon.



109. Cadre monté..... . . RN 4+ Al »
110. Rouemotrice. ....o.vereunen.... +~ A »
111.  Roue directrice... .. e A, »
dM
— y»ymM
2 ‘ l(d() )
112. Cadre monté...... e, » »
113. Rouemotrice «..........vovuun.. » »
114. Roue directrice.................. » »
_}_. me .a{f
o df
( Cadre monté ...... e e e » ,-,
115. Roue motrice . «.........coovu... » »
Roue directrice.................. » »
L dTN
dy/
109. Cadremonlé. ev.oeevivvenionn... —_ L%‘ U -+ uR2 f[—‘ sy
110. Roue motrice..... e . » -+ B, %isQ’
111. Roue directrice......vveeeeen.. .. — Aysinn 1B, i';se/
1}
dM\/
—_ mM | (==).
Z < dy >
112. Cadremomté....ovvvveenrenennns » — P,R2C_[‘ s
113. Roue molrice.....ouoveuueeenernn. » -—WRﬂ%‘sQ’
114. Roue directrice.....cvvvvivien .. » [_ u, R2 <cosvi + ‘71> + B, cos-r,\ S0
2 =
Cadre monté....ovvvreneinrnnnne » »
118. Rouemotrice e oo vvvvvne i » ,
Roue directrice................. . » 5
i {1

170 E. CARVALLO.

dry/
)

~uhgh

— i Rgh

—uRgh

“+ ue Eli gt
»

- uy Rsiny
0
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dary’
av)"

¢ R
Y — [BR (R =) + LY cosn sy »
) . » »
Ay sing " — B, cosy .y
dM
~ N W
T d dy
» — y.R?c_llsy' — uRA fl; cosmn.s?y
» - B‘ - SY — By 70030 s® ”
g - B’ %SY/ - Ba, 7 C@S'ﬂvs.‘,“v'
—+- m dz
Z gde
» » - ue 511— ey
3 3 »
» » — oy Rsing. gy
. dT)’
dvy’,
—Cﬂqﬂ' wR(A—R —smn—{—C Eco:r‘ Y »
72|
“1 C'{) R Cy .
|ﬁ Cq—[’l— OSf‘.S'} B

i
—

A sin?n+ G, (3—1 - COS‘/@)-]\/” [Bq %(1 £os p' o sin 'r.) 4 Gy l}cosn <3[i+ cosvi)sz"

. 2 M,\(d\l>

\ . N . ¢y ' - € R e oo
» u{—rLRT[—(/L—-R)SII]Q—}—C-Z—]SY 4+ u R e 7 7 cosm.s™y
» » »

N ¢\ - cy/ - leosy —+ci\| _, | R . R
» “+ | w B2 (cosn + 7 sin, 4+ B, 5 (sint, — ——lr——> syl - By 7 SIn7 cosh. sty

‘ ds
- 2 mg dy'

ey .
) » e sinT . gy
» » »
» » — uy Risin?n. o
< 4
o o/
4

1 *
3
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Nous sommes maintenant en mesure d’aborder le probleme de la sta-
bilité en marche rectiligne.

§ V. — STABILITE DE L'EQUILIBRE SANS LES MAINS,

EN MARCHE RECTILIGNE.

117. Caleul numérique des cocfficients des deux équations du mouye-
ment dans un état infiniment vousin de la marche rectiligne. — Les équa-
tions de chute et de guidon dont les termes se calculent a I'aide du tableau
des pages 170-171 sont de la forme

(00) A0 = A O =Y W Y by =0,

(37) A A U L B e Y A b Y b,y = o

Voicile tableau des valeurs namériques que j’adopte comme constantes
caractéristiques de la bicyclette envisagée :

R. l. ¢, =c. . e. . N

0,38 1,10 0,08 235" 0,20 i 50 5

Les unités sont le metre et le kilogramme-masse. La constante 1., == 5%
pourra paraitre un peu forte; le poids des roues munies de pneumatiques
est aujourd’hui bien moindre; mais je I'ai déja dit an n® 82, il s’agit d'un
modele déja ancien et muni de caoutchoues creux. Les constantes géomé-
triques ont été mesurées sur la bicyclette méme. Je n’insisterai pas sur
le choix des constantes A+ 2A , Cet L; je les ai calculées en tenant
compte du cadre et en assimilant le cavalier a des formes géométriques
simples. G'est un procédé un peu grossier, mais qui semble bien suffisant
pour la question qui nous occupe, les constantes variant assez fort d’un
cavalier & 'autre. Avec ces constantes, et a I'aide du tableau du n° 116,
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on trouve, pour I'équation de chute (30) :

A =4 A 4 2A,

=+ 100,

A = o, = 0,

Ao =—g(ph+2uR) =—-24

W= ( +A.smr‘> =— 1,470,

' — ' (uRA+ 2B IR B » =—~ 83

W= T(u b+ 2B,) 4+ cos J7+ \ =—1,83 s,

, R ¢y . . .
Wh ::~'-7cosn(u.R/L+ aBy) +g (*T + wRsinn ) =—9,21 < s* 4+ 175,85;
puis, pour I'équation de guidon (3v),
/e .

A= — kLEli-*-A« smn) =—1,48,
&= —4s5(By —uw R?) (2%—1 -+ cosv;) =s.p R2 (zT' - co:r> [(5),n 4] =-+o,757x<s,
a%1:+g(uec7‘+wﬁsinn) =-+17,85,
wi=(C+ G, )< > + G, <gl- 4 COS‘q>2—1— A, sin2 =-0,50,

Y _+s[7—l'cosq(C—i—9C.)+(‘.—cos q—i—uRe( > +u,R-smr<cosq—}—~>J +0,535<s,
Wy = s2 o R cosq<p Re— -+ B, sin q> — g siny < Cll + R sin*q) =-+40,312><52—7,54.
118. Changement de wvariable indépendante. — La facon dont la
vitesse de marche s entre dans ces coefficients des équations du mouvement

rend avantageux le changement de variable qui consiste a prendre pour
variable indépendante non plus le temps ¢, mais le multiple du temps

(1) T = st.

De cette relation (1) on déduit la formule symbolique

d d
(2) 7 =5 7
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Les deux équations du mouvement deviennent, avec cette nouvelle
variable, et en divisant tous les termes par s*,

N p d* A d A > Yk W d W\
(Oj} (dl-) Zﬂfg - —S_ m? —+ vy 6 ~- uh" —; —+ —_ — o,

\ = et ot )T
~ ” /‘1 ~l»~’ ([ b A ” (l.’) ll'.)l (/ b

(v (LA g (e A e
v > \ ! v ATz T Ty dT u s? >6 ' <lb' dT1> + s dT - s? > | 0

Je désigne les nouveaux coefficients de ces équations par les petites lettres,

. . . ’ CL)I
qui correspondent aux grandes lettres; ainsi, par exemple, « = —*;

el

)
)
Jaurai, en définitive, pour les équations du mouvement,

~ » d? 4 {2 {
(n0) <(1'2}F+((,/6—;.I;+a>@+ <b” oy —;~<1)>7:(),

a1 T
S ,od? sd A 4 X d* b d b N\
L) (”J/"F'H".sz + "f> T\l Tt .)‘:07

et les coefficients ont pour valeurs numériques unités et données dun® 117 :

a’= 1100, a\=— 1,48,
a = 0, a =+ 0,757,
a = — 7948, a, =+ 17,8583,
e — I ,/3'6, [)U| == 0,56,
O —=— =83, b\, =+ 0,535,
b =—  ¢g,21+ 17,8518 by =+ 0,312 — 7,54 %
119, [ntégration des équations du mouvement dw n° 4118. — Une

solution particuliere des équations oh et ¢y (n° 118) est de la forme

= A", v=Be".

. : LL\. 7 . ’ 7 .
[Le coefficient % et le rapport 3 sont déterminés par les équations obtenues

en portant ces valeurs de f et ¥ dans les équations du mouvement, savoir

("Wad'h4-a )N+ (100 + b )B=o,
(((,/: W (1,/‘ W a A+ b1+ /)/l‘)\ +0,)B =o.
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I.e résultat de 1'élimination de A et B est I'équation caractéristique de
stabilité

0= ((L”b: — (1': VYN - (d” b,( — a,: b+ (Lll)”| — (c/| VN
CAE - (d"b,—ad'b+db —ad b +ab —a b))
) 1 [ | | i !
e +(ar'b,———(L'ib—t—ab"—a{b/)l—}—ab‘—a,,b.

Si % est une racine de cette équation, on aura une solution en prenant
A=C (])”7\2 4 b N - b), B=—C(d"V 4+ d'"+ a).

Pour abréger, je désignerai par Vb et par <L ces deux trinomes en A, La
solution générale sera ainsi, en appelant 2, 4,, %, A, les quatre racines de
I’équation caractéristique,

-+ = —+ C‘ b . s -+ C2 1’})2 e’ -+ 03 UZ)3 e’ ~- C5 vh . e\""vl‘v
— 1= -+ C‘| 01"| CMT -+ Cz “/;L’z e'bﬂT —+- Cs 5&’3 eMT -+ C4 Q’Lw. CNT.

11 resterait a faire la résolution de I’équation caractéristique (€). Malheu-
reusement, elle contient un parametre : la vitesse de marche s; on ne peut
done que la résoudre dans des cas particuliers. Nous allons cependant la

discuter de facon a en tirer toutes les conséquences relatives a la stabilité.

120. ILtude de Uéquation caractéristique (€). — Dans I'équation du
n° 119, on porte les valeurs trouvées au n° 118 pour les coefficients a
et b. Tout calcul fait, on trouve, aprés avoir divisé les deux membres par
le coefficient de A" unités et données du n° 117,

40,8300 4+ (0,43 ——pio—’,,ﬁ A2
7 e

©)

. 483 3 o5
+ (0>129"“ l‘sg‘)k“ LS 950

Les trois derniers termes de cette équation sont annulés respectivement
C. (24
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par les valeurs de s* que voici :

20,54

_ 4,83
-——0’/‘35——47#)7 .19

0,1290

95,6
1,14

— 37,05, — 83,6.

(o8

Il en résulte que les signes des termes de I'équation (&) sont marqués par
le Tableau suivant :

PAN . » AN o

) <s‘3<37,05...... - —+ —_ — e
37,050 < s*<< 47,0 00n... -+ - — - -
4.0 <s*<<83,6....... - -+ -+ -+ -+
83,6 <s¥T< 40 4 -+ -+ —+- —

Sur la réalité des racines d'une équation du quatrieme degré, on peut faire
trois hypotheses, suivant qu’il y a zéro, un on deux couples imaginaires.
Il est facile de vérifier que, dans les trois cas, si les racines réelles et les
parties réelles des racines imaginaires sont négatives, I'équation ne peut
présenter que des permanences ('). Clest la un caractére nécessaire de
stabilité; ainsi, il ne peut y avoir stabilité proprement dite que dans le
troisieme cas du Tableau ci-dessus, ¢’est-a-dire pour

h7,0 < s* < 83,6.

Le cas de la limite supérieure s> == 83,0 est intéressant, parce que le terme
constant est alors nul; I'équation se réduit alors a I’équation du troisieme
degré ,
2+ 0,801 + 0,191 + 0,0717 = 0.

J’ai résolu cette équation par la méthode que j'ai exposée plus haut (n° 14)
et J’ai obtenu (*)

1° Laracine réelle........... &=-—0,6744
2° Le couple imaginaire ...... 224 0,1256% 40,1662 =0

(1) Il suffit de considérer les relations entre les coefficients et les racines.
(?) Le lecteur vérifiera facilement ce résultat en effectuant la division du premier membre
de ’équation a résoudre par A — 0,6744.
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La racine réelle est négative; le couple imaginaire ayant pour somme
— 0,1256 a sa partie réelle négative aussi; on peut donc affirmer que le
cas étudié s* = 83,6 est un cas ol le mouvement rectiligne, sans les mains,
est stable. La vitesse, en unités ordinaires (kilometres-heure), est

V= R 53600 = /83,6 < 0,38 > 36,00 =12"",5 & I'heure.
1000

Quant & la limite inférieure s* = 47,0, elle ne donne certainement pas
la stabilité. En effet, elle annule le coefficient de 2* qui est la somme des
produits deux & deux des racines de I’équation caractéristique. On a donc,
dans ce cas, entre les quatre racines, la relation

Mt Mk (0 =0 (g~ 2,) = o.

Si les quatre racines sont réelles et négatives, les trois termes du premier
membre sont positifs. §’il y a un couple imaginaire et un négatif ou deux
couples imaginaires, je peux supposer que les racines sont groupées par
couples (%,, 4,) et (%,, 1,); si les parties réelles des racines imaginaires
sont négatives ou nulles, on peut affirmer que les deux premiers termes de
la derniere formule sont positifs; le troisieme terme pourra étre positif ou
nul. Il est done impossible que le coefficient de 2* soit nul dans un cas de
stabilité. Ainsi, la stabilité est limitée a deux valeurs de s*; la plus grande
est 83,6 ; la plus petite est encore inconnue, mais certainement supérieure
a 47,0. Nous allons la chercher et trouver qu’elle est égale a 67,3.

A21. Recherche de la linute inférieure des valeurs de s* stables. —

Pour s*=283,6, les quatre racines de l'équation caractéristique sont

(n° 120).

~ '3 9
A, = o, L, = —0,6744, 27+ 0,1256% 40,1062 = o.

4

Pour la valeur s*= 83,6 — ¢, inférieur a 83,6 d’'une quantité infiniment
petite ¢, la racine 2, et le couple (4,, ,) auront des valeurs infiniment

voisines des précédentes; la regle des signes de Descartes montre que la
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racine A, deviendra négative. Quand s* décroit de 83,6 — ¢ a 47,0, aucuiie
racine ne s’annule; done 4, et %, demeurent négatives. Ainsi, I'obstacle a
la stabilité ne peut venir que du couple imaginaire, et I'on peut affirmer
qu’il existe entre 83,6 et 47,0 une valeur de s* pour laquelle la partie
réelle du couple imaginaire cesse d’étre négative pour devenir positive.
(est cette valeur qu’il nous faut trouver. Elle est définie par la condition
que le couple (%,,%,) prenne la forme d’une imaginaire pure == /. Je suis
ainsi conduit a chercher la condition pour qu’une éqguation du cuatrieme
degré a cocfficients réels,

N @ B, 1+ a A, =0,

ait une racine de la forme p.:.

Je remplace X par i dans I’équation ; puis j’égale a zéro la partie réelle
et la partie imaginaire ; j’ obtiens

(I> y,‘—a,:,‘u,z—%a,‘—_—o,

(2) wi(—a '+ ay,)

|
°

Ie couple imaginaire est donné par la valeur de v.* tirée de la deuxieme
équation, savoir '

c a,
(5) U,2 - —i-

a,

Je porte la valeur de p.* dans la premiere équation et j'ai la condition
cherchée
as 2 a (223 + a. = 0
a, 2aq, L
ou, en chassant les dénominateurs,
(4) A — GG, -+ @ a, = o.

Les formules (3) et (4), appliquées & notre équation caractéristique,
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donnent

Je chasse les dénominateurs, j’ordonne par rapport & s* et ' obtiens, tous
caleuls faits, I'équation

(6) s'— 64,65 —179,1=o0.

Elle a pour racine positive en s*
$*=67,3 (unités du n° 117),

comme je l'ai annoncé au n® 120. Cette valeur correspond a une vitesse de
10 A 'heure.

On voit en résume que la stabilité de la marche sans les mains exige que

la vitesse soit comprise entre 10" et 12,5 & I'heure, dans I'exemple

numérique que nous avons choisi.

122. Influence des constantes de la bicyclette sur les limites imposées
a la witesse par la condition de stabilité. — l.a limite supérieure de s* a
été obtenue au n° 120 en égalant a zéro le terme indépendant de % dans
I’équation caractéristique (), lequel terme est «b, — a,b [(S), n° 119 ].
Or, les constantes a, «,, b, b, ne different des constantes -\, o\, b, Wb, du
n® 447 que par le facteur s*. Ainsi, I'équation qui définit la limite supé-
rieure de s* est

Alb, — ol = o0,

ou jJe dois remplacer les lettres par leurs expressions du n° 117,
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savoir
b =— g(wh+au,R), o,%u,:—f—g(y.cc—[’—+—‘uq,Rsin*n>,
W= — 5* Scosn (wRA 4+ 2B W, = 5* S eosn (nRe + B, sins
b—=—3 7co>n(‘u. t+2B,) 19,__s—lcosn(‘)u ¢+ + B, siny
Cy R sin’ . c, .
+ g (e + u, Rsinn ), — gsinn( e -+ 1., Rsing ).
Jobtiens
‘ ] R)E cost (wRe + B, sins
)——g(p‘zﬁ—zg, )7cosn wRe=; + B, siny
- u Rsing )= cosn(wRA -+ 2B,) L2
+ gl e 4, Rsiny 7cosn(yu ) ,)’»s =0,
. . , . 2
+<IL/L—}—2‘U,1R>(\{L8% +y¢,R51n'r‘>g2snm—g2(3}.e%‘ —y-y,,Rsm’rl)

puis, en remplacant B, par 21, R* (n® 4)

g<y¢ef‘l—‘—s—p,ﬂ sin‘n,) whe sin”q—\—p.Rsin'f;—g.C%‘%
2 \ . .
PTEUR YR b ) ¢ RY
I\7c05'r‘?(p.h+2‘u,‘l)\) pe +ou Rsinn ) —(p i+ 44 R) pe — + py Rsing ;

On simplifiera la question en admettant une condition qui semble obser-

Fig. 15°.

vée par les constructeurs, savoir que la ligne du guidon passe au milieu du
rayon de contact. Cette condition donne la relation ( fig. 15%)
. Rsing

- C == 5

! o

c
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si je porte cette valeur de ¢, dans I’expression de s*, R sinn devient en
facteur aux deux termes. Ce facteur supprimé, la valeur de s* se réduit a

I e 1 e
<;p«7+{1,><y~h—{—{¢.]i—;1¢7ﬁ>

¢ g s

REcosn (wh 42 R) <l‘u—3 +2;J.|>—-(‘LL/L+/|;J4R> (ip.§+;1.‘>
\

¢
{ AN 2

’ . [N . ’ LN e
Le dénominateur de la deuxieme fraction se réduit a w.u., </z/ — R~>7 de

sorte que s* prend la forme

o sinT, 1w e 2
2 5 i
STt =~ -1 )
R oy e

R = cos, !

{

La valeur de s* se présente ainsi sous la forme d'un produit de trois fac-
teurs. Les écarts d’évalnation des constantes ont une faibleimportance pour
les deux facteurs extrémes; ils prennent au contraire une influence con-
sidérable sur le second facteur. La formule met en évidence un double fait :

Pour augmenter la limite supérieure de la vitesse, il convient de

1° Diminuer la masse de la roue v.,;

2° Augmenter la distance e du cavalier a 'axe de laroue d’arriere.

Voici deux systemes d’évaluation relatifs, le premier a la bicyclette
ancienne a laquelle j’ai emprunté les évaluations antérieures (n° 417), le
second a une bicyclette de construction récente :

Bicyclette ancienne. Bicyclette nouvelle.

I — 35 . 35 1 9
6:0,2(), ;}k = Q3J, € == 0,30, ’;‘U. = 02,
! =1,10, gy =19, { = 1,15, uy = 3,3,
e [T e v T N
5 = 182 - — == 7 > == 0,305 i 10,
1= 9 ? 2 Uy 4 i ’ ’ 9 Dt
I e 1poe
tEe L tee g
2 pg l ‘ 2 gl
[T I oe o
e ) L4~ — - =238,
+ 12Dy, k=3,
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Les rapports des deux évaluations de s* et de s sont

s'? 3.8 (6 s 9
—_— - D7 — =1 .
s? 2,27 2D/ s 129

Si I'on se rappelle que la limite de s* trouvée antérienrement ¢tait 127, 5
a I’heure (n° 120), on voit que la nouvelle limite sera

12,5 >< 1,29 =16"",9 & l'heure.

Quant a la limite inférieure imposée aux vitesses par la condition de stabi-
lité, elle a été donnée par I'équation numérique (6) da n® 121 ou, ce qui

revient au méme, par |’équation littérale (4) du méme numéro, savoir *
5 } - )
a —a,a,a,+ @ a,=o.

Cette équation fait intervenir tous les coeflicients a,, «,, a,, a, del'équa-
tion caractéristique. Ceux-ci sont des fonctions compliquées des 6 coeffi-
cients 2L et Vb des équations du mouvement (n° 447). A leur tour, les
6 coefficients b et Ub sont des fonctions compliquées des constantes de la
bicyclette, de sorte qu’il est difficile de dégager I'influence des constantes
caractéristiques sur la limite inférieure des vitesses ui permettent la stabi-
lité. Cependant, la question ne présente pas d’autre difficulté que la lon-
gueur des écritures et la complication des formules.

123. Influence des frottements sur la stabilité. — Considérons d’abord

le pendule simple OM dans le cas des petites oscillations ( fig. 15’). Son
¢(uation est

'+ a0 =o,

dont I'intégrale se met sous la forme

0 =0,sin (nt — g);

(uand on prend pour origine du temps I'époque ou I'élongation négative
est maximum et égalea — 0.
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Je vais examiner comment le frottement va modifier la loi des oscilla-
tions. Quand deux corps solides frottent I'un contre I'autre, on admet en
général que le frottement est proportionnel a leur pression normale et de
sens contraire a la vitesse. Ici, la pression est en réalité variable & cause de

Fig. 151,

0

S5 L an
crotss?

la force centrifuge ; mais rien n’empéche d’imaginer une liaison, une sorte
de fil élastique reliant le point M au point O, (ui supporterait une partie
de la pression que le point M tend a exercer sur la surface de la sphere
supposée décrite par le point M.

Ainsi, je suppose une force de frottement opposée a la vitesse et de
grandeur constante «* k. Dans la premiere période du mouvement, I’équa-

tion sera désormais
0 = — ) — a*k.

I’intégrale sera maintenant

0=—*Fk —}—(90———/:)sin<at—- g)

Mais cette formule r’est valable qu’autant qu’elle donne pour la vitesse §'
une valeur positive

0= (0,— k)acos(at — g-) > o.

Une premiére conséquence est celle-ci : pour que la formule soit valable,
il faut que 0, — & soit positif, car autrement, dés les premiers instants,
o' serait négatif; le pendule ne pourrait pas démarrer.

.o A ’ / etpe PRy o 7'_\- .
La condition ,> & supposée, §’ sera positif jusqu’a ¢ = — (soit la valeur
c. 5

20
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d’une demi-période oscillatoire). A cette époque, on aura
' =o, =t +0,—hk=0,—2ak.

A partir de la, le méme raisonnement peut étre appliqué de nouveau,
puisu’on part du repos, avec une élongation donnée §, — 2%. Dailleurs,
deux cas pourront se présenter suivant que 6, — 2k sera positif ou négatif;
dans le premier cas, le pendule dépasse la verticale; dans le second cas,
il ne 'atteint pas. On voit en résumé que les amplitudes décroissent en
progression arithmétique, les élongations ayant pour valeurs 6, 8, — 24,
0,— 4k, ..., et que le pendule s’arrétera lorsque I'élongation 6, — ank
sera, en valeur absolue, inférieure a k.

On peut dire que, dans le cas étudié, le frottement a augmenté |'effet
de stabilité; et cette conséquence subsiste évidemment dans le cas des
oscillations amorties.

Je suppose maintenant que le mouvement étudié, au lieu d’étre pen-

dulaire, consiste dans une oscillation faiblement croissante, quand on
néglige le frottement

;

0 == 0,¢"sin (nt — —)

9,

L’ équation différentielle du mouvement est (quand on néglige ¢*)

6" — 9el 4+ «?*H = o.

Si maintenant j'introduis, comme tout a I'heure, une force de frottement

égale & — a*k dans la premiere période, j obtiens I’équation

0" — o2&l 4-* (0 +- k) = o
dont I'intégrale est

0=—/h (0, — k)" sin Kat— ;)

Comme plus haut, le démarrage ne se produit que si §, > £. Puis la for-

,
T

A . T, . I ) .
mule cesse d’étre applicable pour t = = == - période = —, et I'élongation
a 2 2
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est alors
<1

6.:——71‘—}——(60—/1‘)0?‘ .

eT

Ore” surpasse 1 d'une quantité 7 ; je peux ainsi écrire

b= — k- (0, — 1) (1 1)
:eo"f"“'rteo_(z_'_?‘)]"’

Pourvu que 70, soit inférieur a (2 + )4, on voit que I'effet du frottement
sera d’amortir les oscillations et de rendre stable I'équilibre qui était
d’abord instable.

Le raisonnement cesse d’étre applicable si I'intégrale du mouvement
(en I'absence du frottement constant) est

t
0 = 0,¢,

parce qu’aucun changement de signe ne peut se produire dans la vitesse.
Cependant on peut dire que la stabilité est encore angmentée par le
frottement. En effet, I'intégrale devient, dans ce cas du frottement,

0=+ k- (0,—k)ev,

et si §, < £, le démarrage ne peut pas se produire. De plus, s’il se produit,
le mouvement est plus lent, puisque sa vitesse est

0 =a(0,—k)e”
au lieu de

/ ¢
§ = eoe” .

Ces exemples suffisent pour mettre en lumiere une méthode générale
qui pourra étre suivie quand le frottement donnera dans les équations du
mouvement une constante de signe contraire a la vitesse d’une des coor-
données du systeme. Il y aurait lieu de I'appliquer au cas de la bicyclette ;
car la vitesse de rotation 7" du guidon est ralentie d'une quantité certai-
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nement sensible par le frottement de pivotement de la roue directrice sur

le sol ('). Il est certain qu’on étendrait ainsi le champ de stabilité obtenu
pour la bicyclette aux n* 120-1235.

CONCLUSIONS ET RESULTATS.

124. Jai étudié d’une facon approfondie le cerceau et le monocycle,
puis indiqué le principe d’un monocycle stable.

Le probleme de la bicyclette, plus difficile, ne permet pas une discussion
aussi complete. Cependant, j’ai pu, sans négliger les complications inhé-
rentes au guidon et a la roue directrice, trouver les équations completes
de I'équilibre dans les deux cas : qu’on tienne le gnidon ou qu’on I'aban-
donne a lui-méme. J'ai pu traiter aussi d’une facon complete la question
de la stabilité, dans les deux cas; cependant, pour le deuxiéme cas, je me
suis borné a étudier la stabilité dans la marche rectiligne dont on ne peut
guere s’écarter pratiquement. La question de dérapage a été étudiée dans
le monocycle; il suffit d’appliquer les résultats a la bicyclette sans qu’il soit
nécessaire de faire une étude nouvelle et rigoureuse pour une question ou
les données sont si variables avec I’état du terrain.

Deux questions indiquées par I’Académie semblent avoir été négligées
dans ce Mémoire : c’est le grand bicycle d’une part, puis le mouvement
sur un plan incliné. Pour le probleme du grand bicycle, il ne differe pas
essentiellement de celui de la bicyclette: relativement a la propulsion, ¢’est
laroue directrice qui est aussi motrice; pour I'équilibre avec les mains, nos
calculs s’appliquent avec des changements de données numériques seule-
ment; enfin, la question de I'équilibre sans les mains ne se pose pas,
puisque, quand les mains cessent de tenir le guidon, les pieds continuent
d’agir sur l'orientation de la roue directrice. L’étude du grand bicycle
(qui d’ailleurs est abandonné) rentre, on le voit, dans celle de la bicyclette.

Quant & I'étude du mouvement sur un sol incling, il me suftira d’en dire

() Frottement de pivotement étudié par M. Léauté.
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. 7 . A ‘N
quelques mots. La mise en équation se fera de la méme maniere, en
conservant le triedre coordonné 1JK du cycle par rapport au plan incliné.
Les travanx des forces d’inertie ne sont pas changés. Il en est autrement
du travail de la pesanteur, parce que la normale au sol K ne coincide plus
avec la verticale K.

Si, par exemple, on envisage le cas du monocycle, on trouve, pour les
<
travaux virtuels de la pesanteur dans les trois équations,

Equation de chute....... (d0) pgh(cosisinf —sinzcoshsing)
» de conversion... (8v) —ughsinisinfcosf
» de marche . ... (65) -+ugRecosdsing

Les notations sont celles-ci :

w masse du cycle monté,

I cote de son centre de gravité,
f angle de chute,

¢ inclinaison du sol,

o angle de la direction de marche I avec la ligne de pente montante.

En dehors de la marche rectiligne, on ne peut plus parler ici de régimes
d’équilibre, de sorte que le seul intérét des nouvelles formules semble étre
dans une modification assez évidente relative au dérapage.'

Telles sont les raisons (ui ont détonrné mon attention de cette partie du
sujet qui me semble traité d’une facon assez complete dans ce Mémoire.

Outre les réponses aux questions proposées, je dois signaler dans les
résultats :

Une application étendue et avantageuse de la méthode de calcul géo-
meétrique de Grassmann.

Plusieurs applications d’une méthode pratique pour la résolution nu-
mérique des équations.

La discussion d’une équation compléte du quatrieme degré renfermant
un parametre variable (n° 120).
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Une adaptation des équations de Lagrange a un cas ou elles ne sont pas
exactement applicables.

L’exposition d’une méthode pour I'étude des questions de stabilité et
Iapplication de cette méthode.

I’exposition d'une méthode pour étudier I'influence des frottements
sur la stabilité.

Des considérations sur la stabilité des appareils rotatifs.

Une digression sur certains paradoxes de Mécanique.

Une digression sur I’Electrodynamique.

ERRATA.

Page g4, derniére formule, au dénominateur, au licu de e cosx, metire x cosz.

Page 136, 11° ligne, formule donnant %6 Numéroter cette formule ainsi

(2) VA

sinf)
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